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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время в значительных промышленных масштабах освоено 

производство сплавов, которые используются в качестве магнитомягких мате-

риалов, проводников, полупроводников, диэлектриков и т.п. В частности, ши-

роко применяются магнитомягкие сплавы «FINMET» типа Fe73,5Cu1Nb3Si13,5B9. 

Сплавы обладают низкой коэрцитивной силой, высокой магнитной проницае-

мостью и намагниченностью, малыми потерями на перемагничивание, превос-

ходя по своим характеристикам другие магнитомягкие сплавы, в том числе 

аморфные. Такой комплекс свойств обеспечивается благодаря структуре спла-

ва, которая состоит из ферромагнитных кристаллитов размером 10…30 нм, 

равномерно распределённых в аморфной матрице, занимающей от 20 до 40% 

объёма. 

Процесс производства таких сплавов заключается в частичной кристалли-

зации аморфного состояния путем термической обработки. Для обеспечения 

контроля процессов зарождения и роста нанокристаллов в сплав системы Fe–

Si–B добавляют в различных количествах компоненты Cu и Nb. Выбор того или 

иного содержания этих компонентов, а также режима термообработки аморф-

ного сплава, как правило, производят опытным путем, исходя из необходимо-

сти получения наилучших магнитных свойств. Экспериментальный подбор 

этих параметров сопряжен со значительными материальными и временными 

затратами. Кроме того, экспериментальное изучение процесса образования и 

роста кристаллов в аморфных сплавах в реальном времени затруднено разме-

рами кристаллической фазы, высокой температурой и скоростью процесса. В 

связи с этим, создание математической модели роста кристаллов, описывающей 

процесс формирования нанокристаллического материала путем термической 

обработки аморфного состояния, позволит упростить количественный и качест-

венный подбор состава конкретного сплава и режима его термообработки. 
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ГЛАВА 1 

СОСТОЯНИЕ ВОПРОСА И ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Процесс производства сплавов с нанокристаллической структурой заключает-

ся в частичной кристаллизации аморфного состояния путем термической обра-

ботки. Подбор химического состава сплава, а также режима термообработки про-

изводят опытным путем, исходя из необходимости получения наилучших магнит-

ных свойств сплава. Такими свойствами обладают сплавы, в которых размер кри-

сталлов не превышает 50 нм. При этом кристаллы должны быть равномерно рас-

пределены в сплаве, занимая не более 40…60 % от общего объема. В этом случае 

каждый кристалл расположен в аморфной матрице, отделяющей его от соседних 

кристаллов. Таким образом, формирование нанокристаллической структуры во 

многом определяется ростом кристаллов в объеме, окружающей его, аморфной 

матрицы. Детальное изучение процесса роста кристаллов при нанокристаллиза-

ции аморфного сплава позволит более точно определять режимы производства 

нанокристаллических материалов, значительно снизив материальные и временные 

затраты на экспериментальный подбор этих параметров. 

 

1.1. Формирование нанокристаллической структуры 
Изучение механизма образования нанокристаллов при термической обработке 

аморфных сплавов активно началось после разработки в конце 80-х годов 20-го 

столетия в Японии сплавов группы FINMET [1, 2]. Эти сплавы после оптимальной 

термической обработки имеют гистерезисные магнитные свойства, близкие к 

свойствам лучших кристаллических и аморфных сплавов. В то же время такие 

свойства сочетаются в них с высокой индукцией насыщения Bs, более чем в два 

раза превышающей Bs в этих сплавах. Индукция насыщения нанокристаллических 

сплавов отвечает значениям для аморфных сплавов на основе железа и приближа-

ется к значениям для высококремнистых электротехнических сталей, т.е. сплавов, 

которые с конца 20-го века наиболее широко используются как сердечники раз-
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личных типов трансформаторов и дросселей, электрических машин и магнито-

приводов в широкой гамме устройств и аппаратов. 

Магнитно-мягкие нанокристаллические сплавы с указанным выше уникаль-

ным сочетанием магнитных свойств получают путем кристаллизации аморфных 

сплавов на основе железа. Другими словами, аморфное состояние используется 

как промежуточное для создания принципиально нового состояния - нанокри-

сталлического [3, 4]. 

То обстоятельство, что нанокристаллические сплавы получают в результате 

отжига аморфных сплавов при температуре выше температуры кристаллизации, 

позволяет отнести их к классу быстрозакаленных магнитно-мягких материалов. 

Формирование нанокристаллической структуры в процессе кристаллизации 

аморфной фазы определяется составом аморфного сплава, который должен обес-

печивать высокую скорость образования зародышей кристаллизации и задержку 

роста кристаллитов, поскольку только выполнение этих условий приводит к фор-

мированию наноструктурного состояния, которому отвечает величина зерна око-

ло 10 нм. 

Существующие магнитно-мягкие нанокристаллические сплавы на основе же-

леза условно можно разделить на две группы: сплавы со смешанной аморфно-

кристаллической структурой (ОЦК α-Fe + аморфная фаза) и сплавы со смешанной 

кристаллической структурой (ОЦК α-Fe + карбидная фаза). Наибольшее распро-

странение получили сплавы со смешанной аморфно-кристаллической структурой, 

ярким представителем которых является сплав состава Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9, на-

званный разработчиками файнметом (FINMET). Сплавы этого типа были открыты 

в результате системного исследования влияния малых легирующих добавок меди 

и переходных элементов на магнитные свойства и микроструктуру аморфных 

сплавов системы Fe-Si-B, прошедших отжиг выше температуры кристаллиза-

ции [5].  

Магнитно-мягкие нанокристаллические сплавы типа файнмет серийно выпус-

каются в виде ленты толщиной 5-40 мкм и шириной 0,5 - 100 мм. В зависимости 
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от вариаций химического состава и вида термической обработки сплавы могут 

приобретать широкий диапазон магнитных свойств и изменять форму петли гис-

терезиса от прямоугольной до пологой [6]. 

Необычное для традиционных кристаллических магнитномягких материалов 

фазово-структурное состояние нанокристаллических сплавов (двухфазная струк-

тура с размером зерна около 10 нм) требует нового подхода к объяснению форми-

рования в них столь уникальных магнитных свойств. Как известно, в основе клас-

сического принципа создания магнитно-мягких материалов лежат следующие 

требования: материал должен быть однофазным (отсутствие включений), он дол-

жен иметь достаточно большой размер зерна, а значения константы магнитной 

кристаллической анизотропии и магнитострикции насыщения должны быть близ-

ки к нулю. Эти требования, как известно, наилучшим образом реализуются в вы-

соконикелевых пермаллоях и сендасте, а также в аморфных сплавах на основе Со. 

Требование, относящееся к размеру зерна d, базируется на связи между коэр-

цитивной силой Hс и d, которая для обычных кристаллических материалов имеет 

вид: Hс ~ d-n. Однако, в случае нанокристаллических сплавов эта связь нарушается 

– в нанокристаллическом диапазоне размеров зерен наблюдается не увеличение 

Hс с уменьшением d, а наоборот, уменьшение Hс, т.е. эта зависимость имеет вид: 

Hс ~ dn [7, 8].  

Необходимо отметить, что нанокристаллические сплавы – это сплавы на осно-

ве Fe, не содержащие дефицитных элементов, что выгодно их отличает от широко 

применяемых в настоящее время таких кристаллических магнитно-мягких мате-

риалов, как пермаллои и аморфные сплавы на основе кобальта. 

 

1.1.1. Микроструктура. Ее влияние на магнитные свойства 

Основной составляющей микроструктуры нанокристаллических сплавов типа 

файнмет являются зерна твердого раствора α-Fe(Si) с ОЦК решеткой. Средний 

размер зерна нанокристаллического сплава Fe73,5Cu1M3Si13,5B9 с различными пере-

ходными элементами М (М: Ti, V, Cr, Mn, Zr, Nb, Mo, Hf, Та, W) после отжига 
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при 550 °С в течение 20 мин колеблется в широких пределах. Показано [9], что в 

отсутствие М-элементов величина зерна сравнительно велика и достигает около 

150 нм. В то же время, когда в качестве М-элементов выступают такие металлы, 

как Zr, Nb, Mo, Hf, Та и W (элементы первой группы), то размер зерна d составля-

ет 10-15 нм. При легировании Ti, V, Сr и Мn величина зерна в нанокристалличе-

ских сплавах оказывается примерно в 3-5 раз больше, чем в случае М-элементов 

первой группы. Если сопоставить влияние тех или иных элементов на формиро-

вание микроструктуры (на величину зерна d) с их влиянием на магнитные свойст-

ва, то необходимо отметить следующую связь. Степень выраженности магнитной 

мягкости тем больше, чем меньше средний размер нанозерна. В частности, в 

сплавах, содержащих V, Сr и Мn, у которых размер зерна d составляет 40 - 50 нм, 

свойства существенно хуже, чем у сплавов, в состав которых входят элементы 

первой группы, и, в первую очередь, Nb. 

В сплаве Fe73,5Cu1Si13,5B9 можно получить микроструктуру нанокристалличе-

ского диапазона (d < 100 - 150 нм), но в этом случае величина зерна существенно 

выше 10 нм, которая является оптимальной для достижения наилучших гистере-

зисных магнитных свойств. С другой стороны, в сплаве без меди, т.е. 

Fe73.5Nb3Si13.5B9, хотя и возникает более мелкодисперсная структура с d ≈ 50 нм, 

но, во-первых, она и в этом случае еще недостаточно дисперсная, а, во-вторых, 

она обладает сильно выраженной неоднородностью. И только комбинированное 

легирование медью (1 ат.%) и переходными элементами первой группы (3 ат.%) 

обеспечивает получение весьма однородной нанокристаллической структуры со 

средним размером зерна около 10 нм. Именно формирование такой структуры при 

кристаллизационном отжиге является одним из важнейших условий достижения 

наилучших гистерезисных магнитных свойств в нанокристаллических сплавах 

[10-15]. 

Необходимо отметить, что с увеличением содержания Nb в сплавах 

Fe73.5-аCu1NbаSi13.5B9 средний размер зерна d монотонно снижается. При этом ве-

личина магнитной проницаемости µс достигает максимальной величины при со-
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держании ниобия от 3 до 5 ат.%, когда величина зерна d составляет около 

10-12 нм. Дополнительное введение Nb (> 5 ат. %), приводит к резкому снижению 

величины (~ в 5 раз), хотя размер зерна при этом уменьшается. Уменьшение µс 

при содержании Nb > 5 ат. % можно объяснить ослаблением магнитного взаимо-

действия между нанозернами из-за сильного пересыщения межзеренной фазы 

этим элементом. Таким образом, можно заключить, что рациональное с точки 

зрения магнитных свойств легирование сплавов предполагает не только создание 

оптимальной микроструктуры (d ≈ 10 нм), но и оптимальный состав структурных 

составляющих этих сплавов [16, 17]. 

 

1.1.2. Роль меди в развитии процессов кристаллизации 

Еще до первых сообщений о разработке нанокристаллических сплавов типа 

файнмет были выявлены важные закономерности влияние меди на кристаллиза-

цию аморфных сплавов на основе железа [18]. Методом дифференциальной ска-

нирующей калориметрии (ДСК) было показано, что кристаллизация в аморфном 

сплаве Fe80B14Si6, как и в других подобных сплавах, протекает в две стадии, кото-

рые проявляются в них в виде двух близкорасположенных экзотермических теп-

ловых эффектов на кривых зависимости теплоемкости СР или dH/dt (Н - энталь-

пия) от температуры (далее - кривые ДСК). Даже очень малые добавки меди су-

щественно влияют на температуру первой стадии кристаллизации Tx1, сдвигая ее 

примерно на 50 К в сторону низких температур. При этом не проявляется сколь-

ко-нибудь существенного влияния Cu на температуру второй стадии кристаллиза-

ции Tx2 [19-21]. 

В случае первой стадии кристаллизации легирование медью приводит, наряду 

с уменьшением Tx1, к существенному (~ на 30%) снижению энергии активации 

кристаллизации (примерно от 320 до 230 кДж/моль). Теплота кристаллизации при 

этом практически не изменяется, оставаясь на уровне 45 - 47 Дж/г. Кроме того, 

если в сплаве Fe80 B14Si6 кристаллизация начинается одновременно на поверхно-

сти и в объеме ленты, то в аморфном сплаве с добавками меди кристаллизация 
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начинается и развивается преимущественно в объеме ленты. Эту особенность 

сплава Fe76,62Cu0,38B14Si6 объяснили тем, что медь "осаждается" (сегрегирует) в 

аморфной матрице, образуя центры для объемной кристаллизации. 

Как показывают кривые ДСК для сплавов Fe74.5-xCuxNb3Si13.5B9 [22-23], введе-

ние 0,5% Cu приводит к появлению размытого экзотермического пика, который 

обусловлен выделением ОЦК твердого раствора α-Fe(Si). Температура начала 

первой стадии кристаллизации Tx1 оказывается примерно на 60 К ниже, чем тем-

пература кристаллизации для аморфного сплава Fe74.5Nb3Si13.5B9. Для этого спла-

ва, лишенного меди, характерен один острый экзотермический пик, отвечающий 

распаду аморфной фазы по эвтектическому механизму и соответственно одно-

временному образованию твердого раствора α-Fe(Si) и боридной фазы. В сплавах, 

содержащих медь, в районе 960 К наблюдается второй экзотермический пик, по-

явление которого связано с образованием только боридных фаз. 

Таким образом, введение меди в аморфный сплав Fe74.5Nb3Si13.5B9 приводит к 

смене механизма кристаллизации аморфной фазы – эвтектический распад аморф-

ной фазы сменяется двухстадийным. Причем температура первой стадии кристал-

лизации Tx1 (~ 800 К) оказывается ниже, а второй стадии Tx2 (~ 960 К) - сущест-

венно выше, чем температура эвтектической кристаллизации (~ 870 К) в сплаве 

Fe74.5Nb3Si13.5B9. 

Содержание меди в рассматриваемых сплавах весьма слабо сказывается на 

температуре второго экзотермического пика Tx2, т.е. на температуре кристаллиза-

ции боридной фазы. Таким образом, можно констатировать, что введение 1 ат.% 

Cu в сплав Fe74.5Nb3Si13.5B9 облегчает кристаллизацию с образованием фазы 

α-Fe(Si) и подавляет формирование соединений железа с бором и, тем самым, 

обеспечивает создание весьма широкого температурного интервала между первой 

и второй стадиями кристаллизации, который составляет около 150 К (Tx1 = 812 К 

до Tx2 = 962 К). Уже при температуре отжига Т = 773 К в сплаве 

Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9 происходит кристаллизация и появляется ОЦК фаза α-Fe(Si), в 

то время как в сплаве без меди кристаллизация обнаруживается при значительно 
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более высоких температурах и она сопровождается образованием смешанной 

структуры, состоящей из ОЦК-фазы – α-Fe(Si) и борида Fe3B [23-26]. 

В результате можно сделать вывод о том, что с увеличением содержания меди 

температура выделения кристаллов первичной фазы α-Fe(Si) из аморфной матри-

цы уменьшается, а температура, отвечающая кристаллизации боридной фазы, при 

этом фактически не изменяется. В результате появляется широкий интервал тем-

ператур сосуществования твердого раствора α-Fe(Si) наряду с нераспавшейся (ос-

таточной) аморфной фазой. Именно образование такой двухфазной области обес-

печивает возможность достижения в сплавах типа файнмет в результате кристал-

лизационного отжига в этой области температур великолепных магнитных 

свойств. В частности, для файнмета состава Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9 двухфазная об-

ласть α-Fe(Si) + аморфная фаза простирается примерно от 750 до 850 К. 

 

1.1.3. Влияние ниобия на процесс формирования кристаллической струк-

туры 

Задолго до открытия нанокристаллических сплавов типа файнмет было пока-

зано, что введение ниобия в аморфные сплавы на основе железа приводит к по-

вышению температуры кристаллизации Tx. Однако, влияние Nb не сводится толь-

ко к повышению температуры кристаллизации Tx. Если в сплаве Fe77Si14В9 кри-

сталлизация, как и в других подобных сплавах, сопровождается появлением двух, 

довольно отчетливо разделенных по температурной шкале, экзотермических мак-

симумов (две стадии кристаллизации), то после введения 3 ат.% Nb наблюдается 

только один острый максимум [27]. Этот тип экзотермического максимума на-

блюдается и в сплаве Fe74.5Nb3Si13.5B9. Таким образом, легирование одним только 

ниобием не только повышает температуру кристаллизации Tx, но и обусловливает 

переход от двухстадийного механизма кристаллизации к одностадийному, при ко-

тором одновременно, практически в одном и том же температурном интервале, 

образуется твердый раствор α-Fe(Si) и боридная фаза. Ясно, что в этом случае от-

сутствует сколько-либо выраженный температурный интервал сосуществования 
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кристаллической и аморфной фаз, т.е. отсутствует одно из обязательных условий 

формирования наноструктуры. 

Данные, полученные для аморфных сплавов Fe73.5Cu1Nb3Si16.5B6 и 

Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9, показывают, что при одновременном легировании медью 

(1 ат.%) и ниобием (3 ат.%), происходит смещение обоих экзотермических мак-

симумов в сторону высоких температур [27-30]. Таким образом, можно констати-

ровать, что присутствие Nb в сплавах с медью препятствует развитию как первой, 

так и второй стадий кристаллизации: Nb затрудняет образование ОЦК твердого 

раствора α-Fe(Si) на первой и боридных фаз на второй стадиях кристаллизации. 

Однако, влияние Nb на эти процессы неодинаково: менее сильное на первый про-

цесс (смещение первого экзотермического максимума составляет 60 - 70 К) и зна-

чительно более сильное - на второй (смещение второго максимума составляет для 

рассматриваемых сплавов 140-160 К). Температурный интервал между экзотер-

мическими максимумами для сплава Fe73.5Cu1Nb3Si16.5B6 составляет около 180 К. 

Для «классического» файнмета Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9 этот интервал несколько 

меньше - в пределах 140 - 150 К. 

Кроме того, существует прямая связь между изменениями температуры начала 

кристаллизации Tx и энергией активации процесса кристаллизации E. Увеличение 

Tx1 и Tx2 под влиянием Nb связано с одновременным увеличением энергий актива-

ции E1 и E2, причем в случае более сильного влияния Nb на температуру Tx (вто-

рая стадия кристаллизации) наблюдается и более резкое возрастание значений 

энергии активации в результате легирования этим элементом [31-34]. 

Как известно, в аморфных сплавах отсутствуют соизмеримые с диаметром 

атома пустоты и поэтому атомные перестройки, в том числе связанные с развити-

ем кристаллизации, не могут протекать по обычному вакансионному механизму, а 

совершаются вследствие направленных кооперативных смещений групп атомов, 

расположенных в 1 - 2 координационных сферах. Поэтому можно считать, что 

энергии активации кристаллизации в определенной мере отражает количество 

атомов, одновременно участвующих в преодолении активационного барьера в ре-
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зультате их кооперативного направленного смещения, при котором каждый атом 

смещается на расстояние, не превышающее межатомное [16]. С этой точки зрения 

уменьшение температуры первой стадии кристаллизации Tx1 при введении меди 

можно рассматривать как свидетельство того, что в элементарном акте пере-

стройки структуры в связи с развитием начальных стадий образования зародышей 

фазы α-Fe(Si) принимает участие относительно малое количество атомов. Наобо-

рот, при введении ниобия в аморфные сплавы, содержащие медь, для образования 

зародышей кристаллизации как ОЦК фазы α-Fe(Si) (первая стадия кристаллиза-

ции), так и боридных фаз (вторая стадия), требуются атомные перестройки, в ко-

торых одновременно вовлекается сравнительно большое количество атомов.  

 

1.1.4. Механизм влияния меди и ниобия на кристаллизацию 

К настоящему времени сложились определенные представления о роли меди и 

ниобия в формировании наноструктуры в сплавах типа файнмет [35-42]. После 

закалки из жидкого состояния атомы меди расположены в аморфной фазе относи-

тельно однородно, хотя нельзя исключить, что определенные корреляции в их 

распределении могут наследоваться из расплава и/или возникать уже в процессе 

охлаждения сформировавшейся ленты. На первой стадии отжига, когда сплав на-

ходится еще в аморфном состоянии, развиваются процессы, приводящие к воз-

никновению локальных флуктуаций химического состава в аморфной матрице. 

Эти флуктуации обусловлены тенденцией к сегрегации атомов меди в аморфной 

фазе – пересыщенном твердом растворе на основе железа. Известно, что медь об-

ладает практически нулевой растворимостью в α-Fe, поэтому образование суб-

микроскопических кластеров меди на первой стадии отжига можно рассматривать 

как вполне естественный и прогнозируемый процесс. Появление сегрегаций меди 

означает, что аморфная фаза в термодинамическом отношении стала менее ста-

бильной и подверглась расслоению, а следовательно, в ней в большом числе воз-

никают неэквивалентные по составу и топологии микрообъемы, в том числе об-

ласти, обогащенные железом, которые и могут представлять собою центры обра-
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зования зародышей кристаллов α-Fe(Si) [35]. Предполагается, что размер таких 

центров кристаллизации сопоставим с размером кластеров меди (1-2 нм). Образо-

вание обогащенных железом центров кристаллизации, равномерно распределен-

ных в аморфной матрице, обеспечивает протекание объемной и гомогенной по 

своей сути кристаллизации. Таким образом, присутствие в аморфных сплавах Fe- 

Si-B меди приводит к созданию потенциально активных центров кристаллизации, 

а следовательно, стимулирует в этих сплавах процесс зародышеобразования, т.е. 

увеличивает такой параметр кристаллизации как скорость образования зароды-

шей, в данном случае ОЦК фазы α-Fe(Si) [35-37]. Это обусловливает снижение 

температуры кристаллизации Tx (образование фазы α-Fe(Si)) и появление относи-

тельно широкого температурного интервала сосуществования кристаллов α-Fe(Si) 

с аморфной фазой. Это означает, что медь подавляет процессы образования бо-

ридных фаз при кристаллизации, стимулируя формирование центров кристалли-

зации для образования зародышей кристаллов α-Fe(Si). Кроме того, при легирова-

нии аморфных сплавов медью может существенно уменьшаться величина крити-

ческого зародыша образования кристаллической фазы α-Fe(Si). Оценки показали, 

что критический размер зародыша для сплавов с медью почти в два раза меньше 

(~ 4 нм), чем для сплавов без меди [21, 22, 26]. 

Высокая скорость образования зародышей кристаллов, хотя и приводит к из-

мельчению микроструктуры до наномасштабного уровня (< 100 нм), но еще не 

гарантирует создание наноструктуры с оптимальным, с точки зрения магнитных 

свойств, размером зерна (~ 10 нм), поскольку в отсутствие в сплаве ниобия тем-

пература кристаллизации аморфной фазы, окружающей растущие зерна α-Fe(Si), 

сравнительно низкая и зерно может прорастать до сравнительно больших разме-

ров (50-100 нм) [27]. Для того, чтобы возникла дисперсная наноструктура необхо-

димо действие некоего «ингибиторного» механизма, сдерживающего рост зерен. 

Такой механизм создается за счет легирования аморфных сплавов Fe-Cu-Si-B 

ниобием. Именно комбинация и одновременность действия механизмов, обеспе-

чивающих увеличение скорости образования зародышей кристаллизации и тор-
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можение роста кристаллов при достижении ими определенных размеров (10 нм), 

создают при определенных режимах кристаллизационного отжига характерную 

для сплавов типа файнмет микроструктуру.  

Основная роль ниобия состоит в том, что на второй стадии отжига в его при-

сутствии в сплаве температура кристаллизации аморфной фазы, в том числе и во-

круг растущего зерна твердого раствора α-Fe(Si), существенно возрастает. По-

скольку Nb практически не растворим в α-Fe, то по мере его вытеснения из зоны 

кристаллизации α-Fe(Si) и насыщения им остаточной аморфной фазы устойчи-

вость последней к кристаллизации будет возрастать, а процесс роста кристаллов 

α-Fe(Si) будет соответственно затухать [31]. С увеличением содержания ниобия в 

аморфном сплаве Fe76.5-хCu1NbхSi13.5B9, а следовательно, и в аморфной фазе, ос-

тающейся после той или иной стадии развития процесса кристаллизации, темпе-

ратура кристаллизации Tx1, связанная с появлением фазы α-Fe(Si), весьма круто 

возрастает, в том числе и при увеличении концентрации ниобия свыше 3 ат.%, как 

это должно быть в результате межфазного перераспределения Nb в процессе кри-

сталлизации. Торможение роста кристаллов α-Fe(Si), в свою очередь, обеспечива-

ет зарождение и рост зерен в других центрах кристаллизации (области обогащен-

ные железом). В результате этого в наибольшей степени реализуется возможность 

образования большого числа зародышей α-Fe(Si) на базе центров кристаллизации, 

«подготовленных» медью, и следовательно, возможность формирования экстре-

мально однородной нанокристаллической структуры с величиной зерна около 

10 нм. 

Описанный механизм влияния меди и ниобия на формировании микрострук-

туры сплавов типа файнмет во многом основывается на данных электронно-

микроскопических исследований аморфных сплавов Fe76.5-хCu1NbхSi13.5B9 и 

Fe74.5-хCuхNb3Si13.5B9. В отсутствие Cu и Nb при кристаллизации образуется мик-

роструктура с величиной зерна в пределах микронного масштаба. Введение или 

только Cu, или только Nb, хотя и обеспечивает в результате кристаллизационного 

отжига создание микроструктуры нанокристаллического масштаба, но она обла-
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дает высокой неоднородностью, а средняя величина зерна составляет около 50 нм 

в случае отсутствия меди и около 150 нм – в случае отсутствия Nb. В сплаве 

Fe74Cu0.5Nb3Si13.5B9, содержащем только 0,5 ат. % Cu, после оптимальной терми-

ческой обработки наблюдается сравнительно небольшое количество неоднород-

ных по размеру зерен α-Fe(Si), средняя величина которых существенно больше 10 

нм. Та же картина наблюдается, если в сплав Fe76.5-хCu1NbхSi13.5B9 ввести ниобий в 

количестве х ≤ 2 ат. %: структура имеет неоднородный характер, а величина зерна 

составляет от 50 нм (х = 1) до 17 нм (х = 2). Нанокристаллическая структура с 

ультрамелким зерном (~ 10 нм) в сочетании с высокой ее однородностью достига-

ется, как уже подчеркивалось, в сплаве Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9, подвергнутом ком-

плексному легированию (1 ат.% Cu и 3 ат.% Nb) и прошедшем отжиг по опти-

мальному режиму [36, 37, 39, 41]. Отметим, что при введении свыше 3 ат.% Nb 

величина зерна изменяется весьма слабо. 

Остановимся еще на некоторых аспектах механизма влияния Nb на формиро-

вание наноструктуры. Путем измерения диаметра растущего кристалла в частич-

но кристаллизованной аморфной матрице можно дать оценку диффузионной под-

вижности тех атомов, которые контролируют рост кристаллов. Оказалось, что ве-

личина коэффициента диффузии D оцененная микроскопическим методом для 

аморфого сплава Fe73.5Cu1Nb3Si13.5B9 составляет: D = 3·10–20 м2/с при 470 °С и D = 

2·10–18 м2/с при 490 °С. На основе сопоставления диффузионной подвижности 

атомов железа, бора и кремния в аморфных сплавах на основе железа с получен-

ными значениями коэффициента D можно прийти к заключению, что рост кри-

сталлов α-Fe(Si) в аморфных сплавах типа файнмет контролируется диффузией 

ниобия в аморфной матрице. Кроме того, анализ зависимости размера зерна d от 

времени отжига t при 490 °С, полученный рентгеновским методом, показал, что 

экспериментальные данные описываются параболической зависимостью � ~ √��, 

когда величина D (10–19 м2/с) весьма близка к той, что была определена микроско-

пическим анализом (2·10–18 м2/с) и которую связывали с диффузией Nb в аморф-

ной фазе [16, 43]. 
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Рентгеновские данные позволили также установить, что по мере роста кри-

сталлов α-Fe(Si) существенно меняется химический состав вблизи кристалла. По 

мере роста данной частицы ниобий будет диффундировать от границы частицы в 

аморфную матрицу. Этот процесс диффузии сам по себе может оказывать влия-

ние на снижение скорости роста зерен. В связи со сказанным отметим, что коэф-

фициент объемной диффузии ниобия в α-Fe при 500 °С составляет примерно  

5·10–20 м2/с  [16, 43], что весьма близко к величине D, рассчитанной на основе из-

мерений роста зерен (10–19 м2/с при 490 °С). 

Таким образом, можно представить следующую картину процессов, происхо-

дящих на первой и второй стадиях кристаллизационного отжига. Как отмечено 

выше, вследствие образования кластеров меди возникают потенциально активные 

центры объемной (гомогенной) кристаллизации – области обогащенные железом. 

В этих областях и будут образовываться первые кристаллы α-Fe(Si). После их об-

разования начинается рост, который приводит к увеличению степени кристаллич-

ности сплава. При этом процесс роста кристаллов сопровождается перераспреде-

лением компонентов в системе. Поскольку растворимость Nb и B в фазе α-Fe(Si) 

практически отсутствует, то одновременно протекают два диффузионных процес-

са: отток атомов этих элементов от границы растущего зерна и насыщение ими 

остаточной аморфной фазы, а также встречная диффузия кремния, обладающего 

широким пределом растворимости в α-Fe. Первый процесс обеспечивает не толь-

ко насыщение остаточной аморфной фазы Nb и B и увеличение её стабильности 

по отношению к кристаллизации (основную роль играет Nb), но и контролирует 

скорость роста зерен α-Fe(Si), которая определяется скоростью «очистки» погра-

ничной зоны кристаллитов, в первую очередь, от ниобия. 

В настоящее время изучается большое количество магнитомягких сплавов на 

основе Fe с добавлением легирующих компонентов [44-47]. Анализируют влия-

ние легирующих компонентов на формирование структуры и магнитных свойств 

сплавов. На базе полученных результатов выявляют степень влияния каждого 

компонента на тот или иной процесс. Однако большинство таких работ носит 
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экспериментальный характер. Между тем теоретическое изучение процесса роста 

кристалла позволило бы получить не только качественные, но и количественные 

данные о степени влияния различных факторов на процесс кристаллизации мно-

гокомпонентного аморфного сплава. 

 

1.2. Теоретическое изучение роста кристаллов 

Теория роста новой фазы первоначально развивалась, в основном, примени-

тельно к росту кристаллов [59, 60]. Еще в позапрошлом веке Дж. Гиббсом [61] и 

Г.В. Вульфом [62] были описаны термодинамические закономерности роста кри-

сталлов. Следующий крупный шаг в изучении роста кристаллов был сделан 

М. Фольмером, В. Косселем, И. Странским и Р. Каишевым [59, 60, 62, 63], которые 

разработали метод средних работ отрыва, положивший начало молекулярно-

кинетической теории роста кристаллов. В настоящее время в это направление 

входит ряд теорий, описывающих нормальный, послойный, дислокационный ме-

ханизмы роста кристаллов, рост двумерными и трехмерными зародышами [59, 60, 

64-66]. Помимо этого направления, связанного с кинетическим режимом роста 

кристаллов, внимание исследователей привлекал также диффузионный режим 

роста, реализующийся, например, при кристаллизации из растворов [60, 67-69]. 

Основную математическую трудность исследования роста кристалла в диффузи-

онном режиме представляет то обстоятельство, что соответствующее уравнение 

диффузии имеет движущуюся границу. Решение такого уравнения является 

задачей Стефана [70]. Лишь в некоторых модельных случаях задача имеет ком-

пактное аналитическое решение, в соответствии с которым граница растущего 

кристалла движется по закону квадратного корня. Во всех остальных, реальных, 

случаях закон движения границы кристалла находится либо в виде суммы ряда 

Фурье [71, 72], либо в результате численного решения соответствующего диффе-

ренциального уравнения на ЭВМ [73]. В [74, 75] исследовалось влияние примеси 

на рост кристаллов. В [76-78] методом Монте-Карло моделировался рост двух-
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компонентного кристалла в кинетическом режиме с учетом энергий связи сосед-

них атомов. 

Изучением роста продуктов химической реакции занимается, в частности, 

теория гетерогенных процессов [79, 80]. Как правило, исследуется случай реакции 

газа с твердым телом при образовании или восстановлении оксидной пленки на 

металлах. Считается, что в объеме или на поверхности твердого реагента сущест-

вуют потенциальные центры зародышеобразования, в которых с определенной ве-

роятностью могут возникать зародыши продуктов реакций. Таким образом, кине-

тика роста определяется лишь подводом реагирующего газа и, в этом смысле, ма-

ло отличается от кинетики гетерогенной конденсации в отсутствие химической 

реакции. 

Зародыши, образовавшиеся в объеме или на поверхности твердого реагента, 

растут, образуя при слиянии слой новой фазы. Закономерности роста этого слоя 

объясняют теории Аврами, Ерофеева, Аллната и Джейкобса, Мампеля [79], рабо-

ты Я.Е. Гегузина и В.И. Кибеца [81]. Отметим, что законы роста самих зародышей 

новой фазы продуктов химической реакции в этих теориях не изучались, а лишь 

постулировались в какой-либо упрощенной форме. 

М.П. Рузайкин [82] занимался случаем гомогенного образования в многоком-

понентном газе промежуточных продуктов, реагирующих на поверхности кри-

сталла с образованием «строительного материала» для его роста. Автор рассмат-

ривал процессы происходящими в стационарном режиме, и считал скорости реак-

ций пропорциональными соответствующим химическим сродствам. Е.П. Данелия 

и А.С. Штейнберг [83] рассматривали случай, когда кислород и окисляемый эле-

мент В диффундируют через слой окисла навстречу друг другу. Авторы использо-

вали уравнения реактивной диффузии реагентов (положив, правда затем коэффи-

циент диффузии реагента В равным нулю), приняли закон квадратного корня для 

изменения толщины слоя оксида и считали, что произведение концентраций реа-

гентов внутри слоя равно константе равновесия реакции окисления реагента В. 



 21

Все упомянутые работы не учитывают капиллярных эффектов и фактически 

относятся к росту макрокристаллов новой фазы. Учет капиллярных эффектов 

проводился в работах [72, 84-86] и некоторых других. Так Б.Я. Любов и В.В. Ше-

велев [72, 84] при исследовании кинетики растворения сферической частицы но-

вой фазы учитывали зависимость равновесной концентрации компонента раствора 

от размера частицы. А.Н. Черепанов и В.Н. Попов [85] для определения степени 

переохлаждения при росте кристалла из расплава учитывали зависимость теплоты 

кристаллизации от определяемого размерами внутреннего давления в кристалле. 

Д.Е. Темкин [86] учитывал зависимость химического потенциала кристалла от его 

размера (через зависимость от давления) при исследовании кинетики роста двух-

компонентного кристалла. Рассматриваемая им математическая модель состояла 

из уравнений диффузии компонентов А и В и баланса масс компонентов у поверх-

ности кристалла. Поток компонента на кристалл считался пропорциональным 

разности его химических потенциалов в кристалле и в растворе. 

В конце прошлого века в связи с развитием атомной энергетики особый инте-

рес вызывает процесс кипения однокомпонентных жидкостей (жидких щелочных 

металлов). Большое развитие получила теория роста паровых пузырьков. Совре-

менные методы расчета скоростей роста паровых пузырей (методы Теофануса–

Биази–Исбина, Фауске, Микина–Розенау–Грифина, Барда–Даффи, Вора и другие 

[87-89] учитывают теплообмен, поверхностное натяжение, инерционные и вязкие 

силы, неравновесность поверхности жидкость–пар и изменение плотности пара в 

пузыре с течением времени, но основаны на допущении о квадратичном распре-

делении температуры в тепловом пограничном слое, толщина которого изменяет-

ся со временем. 

В работах  А.Д. Дрозина с соавторами [90-97] исследован процесс роста час-

тицы продуктов гетерофазных химических реакций сложного состава. Так как ки-

нетика и механизм представляющих интерес гетерофазных химических реакций, 

как правило, неизвестны, авторами предпринята попытка описания процесса рос-

та частицы таким методом, который был бы достаточно общим и не опирался бы 
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на конкретный механизм каждой реакции, на кинетические характеристики каж-

дой ее стадии. Исследование проведено для роста частицы продуктов химических 

реакций методами термодинамики необратимых процессов. Составлены локаль-

ные и глобальные уравнения балансов масс компонентов, внутренней энергии и 

энтропии, а также уравнения движения и феноменологические уравнения. Полу-

чена система уравнений, описывающая процесс роста частицы. 

Интерес к образованию новой фазы продолжается и в настоящее время. Име-

ется обширная литература (см., например, [98-100, 116, 117, 119,121]) по зарожде-

нию и росту частиц новой фазы, в основном, на основе уравнения переноса час-

тиц в пространстве размеров. Однако скорость роста отдельной частицы новой 

фазы, входящая в это уравнение, постулируется в весьма упрощенной форме. 

 

1.3. Изучение процесса кристаллизации аморфных сплавов 

Реальной трудностью при построении физико-химических моделей процесса 

кристаллизации аморфных сплавов является сложность аналитического решения 

получаемых уравнений, а также недостаточность экспериментальных данных о 

значениях коэффициентов диффузии компонентов в расплаве, межфазном по-

верхностном натяжении между зародышем и расплавом, а также влиянии измене-

ния температуры на эти и другие параметры. Тем не менее, существуют попытки 

построения таких моделей. 

И.С. Мирошниченко [101] изучал процесс кристаллизации металлического 

расплава при глубоком переохлаждении. Рассматривался тонкий слой жидкого 

металла, заключенного между двумя медными пластинами. Для определения рас-

пределения температуры по толщине слоя в различные моменты времени реша-

лось уравнение теплопроводности с использованием теории подобия. Значения 

эффективных коэффициентов теплоотдачи определялись из сопоставления теоре-

тических и экспериментальных значений скорости охлаждения на различном рас-

стоянии от медных пластин. Процессы зародышеобразования не рассматривались, 

скорость роста плоского фронта кристаллизации рассчитывалась как разность 
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скоростей затвердевания и плавления [102]. На основе полученных результатов 

получена зависимость между скоростями охлаждения и продвижения фронта кри-

сталлизации, построены графики зависимости скорости продвижения фронта кри-

сталлизации от переохлаждения. Знание этих зависимостей позволяет подобрать 

такие значения скорости охлаждения, которые позволили бы эффективно влиять 

на скорость кристаллизации рассматриваемого слоя. Однако такой подход верен 

лишь для не очень большой скорости охлаждения, когда скорость образования и 

роста зародышей новой фазы лимитируется скоростью охлаждения рассматри-

ваемого слоя. При сверхбольшой скорости охлаждения, требуемой для получения 

аморфных металлических материалов, скорость роста и интенсивность образова-

ния кристаллов новой фазы определяются диффузионными процессами, проте-

кающими у поверхности зародышей, поэтому использование данного метода не 

дает требуемой точности. 

Исследования, подобные [101], были проведены М.Х. Шоршоровым с соавто-

рами [103, 104]. Исследовались процессы, протекающие в тонких металлических 

лентах (до 100 мкм), получаемых закалкой из жидкого состояния на охлаждаемую 

теплопроводную подложку. Для определения распределения температуры по 

толщине ленты при сверхбольших переохлаждениях авторы аналитически решали 

уравнение теплопроводности. Из полученного выражения зависимости темпера-

туры от времени для выбранного расстояния от поверхности подложки и уравне-

ния А.Н. Колмогорова [105], описывающего кинетику роста относительного объ-

ема твердой фазы 0vv /)(ττττ в зависимости от времени ττττ  

( )[ ],exp1/)( 0
nKvv ττ −−=  

авторы определяли выражение для скорости охлаждения ленты. Для этого рас-

считывалась константа скорости затвердевания K, зависящая от скорости роста за-

родышей и интенсивности зародышеобразования. Для простоты использовали из-

вестное уравнение интенсивности зародышеобразования, полученное для одно-

компонентной системы. Влияние изменения концентрации компонентов на процес-
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сы зародышеобразования не учитывалось, что, конечно, исказило картину процес-

са. В результате получено выражение зависимости скорости охлаждения ленты от 

теплофизических свойств, термодинамических и кинетических характеристик про-

цесса затвердевания. Как и в работе [102], авторы считали, что скорость кристалли-

зации ленты определяется скоростью движения фронта кристаллизации. 

И.В. Салли [106] произвел расчеты процессов образования кристаллических 

зародышей в переохлажденном двухкомпонентном металлическом расплаве. Для 

описания процесса им использовалось стандартное гомогенное уравнение заро-

дышеобразования. Предполагалось, что образуются зародыши одной фазы с пе-

ременным составом. При построении математической модели роста кристалличе-

ского зародыша для упрощения использовалось стационарное уравнение диффу-

зии компонентов на поверхность растущего зародыша. Температура на фронте 

кристаллизации определялась из упрощенной формулы, определяющей зависи-

мость изменения температуры от расстояния до центра зародыша. Аналитическое 

решение полученных уравнений позволило определить зависимость скорости 

роста зародыша от переохлаждения и концентрации компонентов у поверхности. 

Однако полученная модель не применима для случая эвтектической кристаллиза-

ции. При переохлаждении эвтектического расплава образуются зародыши одной 

или нескольких кристаллических фаз постоянного состава, в процессе роста заро-

дышей состав расплава изменяется и изменяются условия образования и роста за-

родышей, но их состав меняться не может. Поэтому необходимо отдельно описы-

вать процессы образования и роста зародышей каждой из кристаллических фаз. В 

противном случае невозможно судить о структуре образующихся кристаллов, не-

возможно прогнозировать скорость роста кристаллов и, следовательно, возмож-

ность аморфизации расплава. 

В работах [107-109] Е.И. Харьков с соавторами рассмотрел процесс гомоген-

ной кристаллизации многокомпонентных сплавов в процессе их быстрой закалки. 

Авторами построена математическая модель, описывающая процессы образова-

ния и роста зародышей новой фазы. Аналитическое решение уравнений модели 
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позволило определить долю кристаллического вещества для различных аморфи-

зирующихся металлических сплавов. Однако, несмотря на большой объем произ-

веденных исследований, достоверность полученных результатов вызывает сомне-

ние. Для описания процессов образования зародышей новой фазы авторы исполь-

зуют уравнение интенсивности зародышеобразования. Уравнение состоит из тер-

модинамической и кинетической частей. При вычислении термодинамической 

части использовались полученные авторами упрощенные линейные зависимости 

изменения свободной энергии Гиббса при образовании кристаллов различных фаз 

от температуры. При построении зависимостей изменения свободной энергии 

Гиббса определялись как линейные функции от теплоты плавления чистых ве-

ществ, что очень неточно для эвтектической системы, в которой возможно обра-

зование зародышей различных фаз. При вычислении кинетического члена авторы 

использовали выражение, не учитывающее концентрацию компонентов расплава, 

что также понижает точность вычисления интенсивности зародышеобразования. 

Таким образом, главным недостатком проведенных ранее исследований явля-

лась излишняя упрощенность построенных математических моделей. Пытаясь 

найти аналитическое решение полученных уравнений, авторы максимально уп-

рощали математически модели, что приводило к существенному снижению точ-

ности полученных результатов. Альтернативным вариантом является построение 

математических моделей, учитывающих максимально возможное количество 

факторов, влияющих на протекание процесса кристаллизации, и решение таких 

моделей на ЭВМ с использованием численных методов. 

Одной из важных задач, требующих рассмотрения при построении моделей 

процессов затвердевания переохлажденного расплава, является изучение влияния 

концентрации компонентов и температуры у поверхности зародыша на скорость 

его роста. При этом необходимо рассмотреть диффузионные и тепловые процес-

сы, протекающие у поверхности растущего зародыша. Математическая модель, 

описывающая эти процессы, известна как задача Стефана. Аналитическое реше-

ние этой задачи крайне сложное [110], поэтому обычно для решения задачи ис-
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пользуют численные методы. Методика численного решения задачи Стефана де-

тально разработана [111-114]. При глубоком переохлаждении расплава рост заро-

дышей новой фазы лимитируется диффузионными процессами, протекающими у 

поверхности зародышей. Моделирование процессов роста зародыша позволило 

бы учесть влияние распределения концентраций и теплоты кристаллизации на 

скорость роста зародышей, что важно для изучения условий получения аморфно-

го и нанокристаллического состояний [115]. 

Наряду с традиционными методами, описывающими резкую поверхность раз-

дела фаз, активно развиваются методы фазового поля [116, 118, 120]. В основу 

этих методов положена методология переходного слоя. Вводится дополнительный 

параметр фазового поля φ, непрерывно описывающий границу раздела фаз и из-

меняющийся от нуля до единицы. Использование параметра φ в функционале 

Гинзбурга-Ландау для описания общей энтропии системы дает возможность не-

прерывно описать систему, избегая математических сложностей на границе разде-

ла (проблема Стефана). Варьирование функционала дает возможность получить 

уравнения, описывающие физико-химические процессы на границе раздела фаз.  

Методы фазового поля активно развиваются, охватывая не только разнообраз-

ные задачи расчета скорости роста кристаллов, но также позволяя прогнозировать 

морфологию растущего кристалла. 

Процессы кристаллизации при отжиге аморфных металлических сплавов ха-

рактеризуются рядом особенностей. Аморфные сплавы представляют собой мета-

стабильные вещества, при нагреве которых формируется кристаллическая фаза. 

При этом происходят резкие изменения физических свойств, связанные с «исто-

рией» – условиями получения аморфного материала. В этой связи традиционные 

модели роста получили существенное развитие [43, 117].  

В классической форме теория кристаллического роста подразумевает локаль-

ное равновесие на поверхности раздела растущего зародыша. В условиях метаста-

бильного роста, обусловленного высокой скоростью перемещения границы разде-

ла фаз, возможно отклонения от условий от локального равновесия. Первые экс-
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периментальные исследования, подтверждающие отклонение от локального рав-

новесия, были проведены Бейкером и Каном [118]. При изучении переохлажден-

ного эвтектического расплава Zn-Cd авторы обнаружили, что максимальная рав-

новесная растворимость может быть значительно увеличена. 

Экспериментально полученный результат объясняется  эффектом захвата при-

меси [119]. В случае если скорость роста поверхности раздела твердая фаза – 

жидкая фаза увеличивается и становится сравнимой со скоростью атомной диф-

фузии, атомы примеси не имеют достаточного времени для диффузии от фронта и 

захватываются твердой фазой. Первые математические уравнения, описывающие 

процесс захвата примеси, были получены Бейкером и Азизом [121]. В дальней-

шем направление получило активное развитие, подробный обзор этих работ при-

веден в [119].  

Обзор проводимых исследований еще раз подтверждает сложность процессов 

кристаллизации при отжиге аморфных материалов. Рост новой фазы происходит, 

как правило, в результате протекания нескольких гетерофазных химических реак-

ций на поверхности раздела фаз. Кристаллы обычно имеют сложный состав. 

Вследствие малых размеров большую роль при росте играют капиллярные эффек-

ты. При росте кристаллов большую роль играют также тепловые процессы. 

К сожалению, ни в одной из упомянутых работ, посвященных кристаллизации 

аморфных сплавов, нет совместного учета всех этих факторов. Учет же лишь час-

ти особенностей роста (например, только многокомпонентности или только ка-

пиллярных эффектов) может существенно исказить реальную картину роста. 

Ниже описано решение этой задачи методами термодинамики необратимых 

процессов [122-125]. Составлены локальные и глобальные уравнения балансов 

масс компонентов, внутренней энергии и энтропии, уравнения движения и фено-

менологические уравнения. Составлена математическая модель, и на ее основе 

создана программа для ЭВМ, позволяющая численно решить полученные уравне-

ния. Результаты расчета сопоставлены с экспериментальными данными. 
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1.4. Заключение 

В настоящее время изучается большое количество магнитомягких сплавов на 

основе Fe с добавлением легирующих компонентов [44-47]. Большинство таких 

работ носит экспериментальный характер. Анализируют влияние легирующих 

компонентов на формирование структуры и магнитных свойств сплавов. На базе 

полученных результатов выявляют степень влияния каждого компонента на тот 

или иной процесс. Приведенные выше рассуждения о влиянии Nb и Cu на форми-

рование структуры сплава, хотя и являются весьма детальными, однако в значи-

тельной мере являются качественными. Их недостаточно для прогнозирования 

процесса образования композиционной аморфно-нанокристаллической структу-

ры, одним из определяющих факторов в формировании которой является рост на-

нокристаллов. Поэтому теоретическое изучение процесса роста кристаллов в та-

ких системах позволило бы получить не только качественные, но и количествен-

ные данные о степени влияния различных факторов на процесс кристаллизации 

многокомпонентного аморфного сплава. 

Обзор теоретических исследований, посвященных росту кристаллов в аморф-

ных сплавах, еще раз подтверждает сложность процессов кристаллизации, проте-

кающих в этих материалах при отжиге. Рост новой фазы происходит, как правило, 

в результате протекания нескольких гетерофазных химических реакций на по-

верхности раздела фаз. Кристаллы обычно имеют сложный состав. Вследствие 

малых размеров большую роль при росте играют капиллярные эффекты. При рос-

те нанокристаллов большую роль играют тепловые процессы. 

Можно также сделать вывод, о том, что теоретические исследования процес-

сов роста кристаллов при кристаллизации аморфных сплавов проводились с 

большими упрощениями, которые искажали истинную картину процесса. 

В связи с этим целью работы является математическое описание роста кри-

сталлов при нанокристализации аморфных сплавов. 
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Для достижения этой цели были поставлены следующие задачи: 

1. Экспериментальное изучение процесса роста кристалла α-Fe(Si) в аморф-

ном сплаве 5БДСР. 

2. Построение общей математической модели роста нанокристаллов в аморф-

ном сплаве, основанной на общих положениях равновесной и неравновесной тер-

модинамики без априорного задания какой-либо модели роста. Создание про-

граммы для ЭВМ для проведения расчетов по построенной модели. 

3. Теоретический анализ процесса роста кристаллов α-Fe(Si) в аморфном 

сплаве 5БДСР на основе результатов расчетов. Изучение влияния на процесс роста 

кристаллов различных факторов, в частности, режима термообработки аморфного 

сплава и изменения содержания в нем различных компонентов. 

4. Сопоставление расчетных данных с экспериментальными и литературными 

данными. Сравнение различных режимов получения нанокристаллической струк-

туры сплавов типа FINMET. 
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ГЛАВА 2 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РОСТА 

КРИСТАЛЛОВ В СПЛАВЕ 5БДСР 

В предыдущей главе было показано, что создание математической модели 

роста кристаллов, описывающей процесс получения нанокристаллического мате-

риала путем термической обработки аморфного состояния, позволит упростить ко-

личественный и качественный подбор состава конкретного сплава и режима его 

термообработки. Однако для корректной постановки задачи моделирования необ-

ходимы детальные данные, характеризующие процесс роста кристалла при нанок-

ристаллизации конкретного аморфного сплава. 

Материалом исследования служили аморфные ленты сплава 5БДСР, имею-

щие ширину 10 мм и толщину от 20 до 30 мкм. Сплавы изготавливались на 

Ашинском металлургическом заводе методом литья плоской струи жидкого ме-

талла на поверхность вращающегося охлаждаемого барабана. Химический состав 

лент определялся в заводской лаборатории и уточнялся в лаборатории наномате-

риалов ЮУрГУ на растровом электронном микроскопе JSM-7001F, снабженном 

энергодисперсионным анализатором (таблица 2.1.). 

Таблица 2.1 – Химический состав аморфной ленты сплава 5БДСР 

Содержание элементов, % С Si B Nb Cu Fe Co 

Массовые 0,06 8,00 1,36 4,76 1,10 84,59 0,13 

Атомные 0,25 14,23 6,30 2,56 0,86 75,70 0,10 

Для определения температурных интервалов кристаллизации использован 

метод ДСК. Метод рентгеноструктурного анализа применяли для определения 

количества кристаллической фазы, образовавшейся в процессе термообработки, а 

также её среднего размера и состава. Кроме того, для изучения пространственного 

расположения структурных элементов кристаллического сплава, а также их хими-

ческого состава использовали электронографический метод. 



 

2.1. Методика

Для определения температурных

греве аморфной ленты, использован

лориметрии (ДСК),  где нагрев

стью 10 К/мин. Достоинством

только температуры фазовых

Установка для дифференциальной

на рис. 1. Образец и эталон

подвергали нагреву по определенной

в атмосфере аргона. Измеряемые

ратура образца и разница температур

пропорциональная разности

вать количественно тепловые

Рис. 1. Установка

Рентгеноструктурные

ным режимам, проводили

фекта перегрева при термообработке

ными бронзовыми пластинами

програмным комплексом для

гистрации результатов измерений
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Методика экспериментальных исследовани

температурных интервалов фазовых превращений

аморфной ленты, использован метод дифференциальной

где нагрев образца аморфной ленты производился

Достоинством этого метода является возможность

температуры фазовых превращений, но и величины тепловых

Установка для дифференциальной сканирующей калорим

бразец и эталон помещали в специальные тигли с крышечками

нагреву по определенной контролируемой температурной

аргона Измеряемые в данном методе величины

и разница температур, возникающая между образцом

пропорциональная разности теплового потока между ними. Это

количественно тепловые эффекты.  

 
Установка дифференциальной сканирующей калориметрии

 

Рентгеноструктурные исследования ленты, термообработанной

проводили на дифрактометре ДРОН–4–07. Д

перегрева при термообработке аморфную ленту зажимали

бронзовыми пластинами. Дифрактометр ДРОН–4–07

м для автоматического управления дифрактометром

результатов измерений. Комплекс содержит пакет

исследований 

фазовых превращений при на-

дифференциальной сканирующей ка-

ленты производился со скоро-

является возможность определения не 

величины тепловых эффектов. 

сканирующей калориметрии изображена 

специальные тигли с крышечками, а затем 

контролируемой температурной программе 

величины – абсолютная темпе-

икающая между образцом и эталоном, 

между ними. Это позволяет оцени-

 

сканирующей калориметрии 

термообработанной по различ-

. Для  исключения эф-

зажимали между массив-

07 снабжен аппаратно-

управления дифрактометром и ре-

содержит пакет программ, который 
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позволяет проводить компьютерную обработку результатов измерений. Обработ-

ка экспериментально полученной интерференционной картины заключалась в ап-

проксимации экспериментальных кривых, сглаживании спектра и фона, проведе-

нии линии фона, вычитании фона, автоматическом определении углов для ди-

фракционных линий и создании таблицы, включающей, кроме углов для пиков, 

рассчитанные по ним межплоскостные расстояния, интегральную ширину и инте-

гральную интенсивность. Съёмку на дифрактометре проводили в отфильтрован-

ном излучении медного анода при следующем режиме работы рентгеновской 

трубки: Ua=30 кB и Ia = 30mA. Запись интерференционной картины проводили с 

использованием щелей Соллера для первичного пучка, которые устанавливали 

после первой горизонтальной диафрагмы, шириной 0,5 мм. После щели Соллера 

располагали вертикальную диафрагму размером 4 мм, а у счетчика излучения – 

горизонтальную 0,5 мм. 

Интерференционную картину фиксировали в режиме непрерывной записи 

спектра со скоростью 2 град/мин в интервале углов 10…130 или 20…120 граду-

сов, при которых регистрировались все возможные отражения. 

Степень кристалличности аморфной ленты после нагрева до разных тем-

ператур определяли с помощью модуля «Crystallinity» в пакете программ X-ray. 

При этом для определения степени кристалличности исследуемого образца его 

интерференционная картина сравнивалась с дифрактограммой двух стандартных 

образцов с известной степенью кристалличности (100 % и 0 % соответственно). В 

качестве образца, имеющего нулевую кристалличность, была выбрана исходная 

аморфная лента сплава 5БДСР, на дифрактограмме которой отсутствовали ди-

фракционные максимумы, а наблюдались лишь два гало, свидетельствующие об 

аморфном состоянии ленты. Труднее всего было выбрать образец, имеющий 

100 % кристаллической фазы. Для этого использовали монолитный образец спла-

ва 5БДСР, вырезанный из исходной литой заготовки, которая в дальнейшем под-

вергается переплаву для получения аморфной ленты; монолит того же состава, 

подвергнутый отжигу в вакууме при 800 ⁰С в течение 1 час; этот же монолит, но в 
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измельченном состоянии с частицами размером от 0,1 до 0,064 мм и аморфную 

ленту, отожженную при температуре немного выше температуры конца второго 

интервала кристаллизации. 

Программа требует проведения четырех съёмок полной интерференцион-

ной картины в одном и том же интервале углов 2θ, при одном и том же режиме 

работы рентгеновской трубки двух стандартных образцов с кристалличностью 

0 %  и 100%, исследуемого образца и «слепую» съёмку фона при отсутствии об-

разца в держателе для поправки на рассеивание воздуха. 

Записанную в режиме непрерывной съёмки интерференционную картину 

во всех четырех случаях переводили в цифровой формат с помощью MS Excel и 

программного модуля Rawdat. Программа Crystallinity обрабатывает файлы с 

расширением «raw» и рассчитывает степень кристалличности методом наимень-

ших квадратов с точностью ±3%. 

С помощью рентгеноструктурного анализа определяли также фазовый со-

став ленты после отжигов при различных температурах. Идентификацию фаз про-

водили с помощью программного обеспечения X-ray путем сравнения эксперимен-

тальных рентгенограмм с расширением «raw» со штрих рентгенограммами различ-

ных фаз базы данных международународной компьютерной картотеки PDF-2. 

К основным методам, позволяющим определить размеры нанокристалли-

тов, относятся просвечивающая электронная микроскопия и рентгеноструктурный 

анализ. Просвечивающая электронная микроскопия является единственным пря-

мым методом наблюдения структуры наноматериалов. Однако для определения 

размеров кристаллитов электронномикроскопическим методом требуется обрабо-

тать большого количество снимков, полученных с различных участков исследуе-

мых фольг.  

Усредненные данные о размерах нанокристаллитов дает метод рентгенов-

ской дифракции, суть которого заключается в связи, впервые установленной 

Шеррером, между физической шириной дифракционной линии (β) и размерами 



 34

областей когерентного рассеивания (ОКР) L, которые можно принять за размеры 

нанокристаллитов [25]: 

θβ
λ

cos⋅
⋅= K

L , (5.1) 

где λ – длина волны Kα излучения железа; θ – угол Вульфа-Брэггов отражения 

110α; К – коэффициент порядка 1, зависящий от формы кристаллитов и способа 

определения уширения линии; β – физическая ширина. 

Как известно, степень дисперсности ОКР оказывает наиболее сильное 

влияние на физическое уширение первой интерференционной линии. В связи с 

этим для определения размеров нанокристаллитов проводили съемку интерфе-

ренционной линии 110β твердого раствора с ОЦК решеткой в режиме непрерыв-

ной записи с малой скоростью вращения счетчика (0,5 град/мин). 

Для исключения влияния инструментальных факторов на ширину интер-

ференционной линии в качестве эталона снимали ленту сплава 5БДСР, отожжен-

ную в вакууме при 800 оС в течении 30 мин. 

Физическое уширение линии β определяли по формуле: 

22 bB −=β , (5.2) 

где В – наблюдаемая интегральная ширина интерференционной линии у данного 

образца, переведенная в радианы. Её определяли с помощью программного обес-

печения, где она приведена в градусах; b – инструментальная ширина интерфе-

ренционной линии эталона, рассчитанная аналогичным образом. 

Прецизионные измерения параметров кристаллической решетки твердого 

раствора осуществляли по интерференционной линии 211α, которую также сни-

мали в режиме непрерывной записи со скоростью 0,5 град/мин, изменив размер 

третьей щели с 0,5 на 0,25 мм.  

С целью определения возможных нанокристаллических фаз и детального 

исследования фазовых превращений при  кристаллизации этого сплава были изу-
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чены монолитные кристаллические образцы, вырезанные из заготовки, подвер-

гаемой дальнейшему переплаву с целью получения аморфной ленты.  

Кристаллические образцы нагревали до температуры 800 °С и выдерживали 

в течение 60 минут. Из монолитных образцов исходного сплава и кристалличе-

ских образцов после отжига были приготовлены микрошлифы, которые исследо-

вали при помощи металлографического микроскопа ML-8500, сканирующего 

электронного микроскопа JSM-6460LV, оборудованного волновым и энергодис-

персионным анализаторами, а также рентгенографически на дифрактометре 

ДРОН-4-07, снабженным аппаратно-программным комплексом для автоматиче-

ского управления и регистрации результатов измерений.  

 

2.2. Результаты исследования 

2.2.1. Определение точек фазовых переходов методом ДСК 

В экспериментах по определению точек фазовых переходов методом 

дифференциальной сканирующей калориметрии в качестве эталонов использо-

вали чистую медь и чистое серебро. В качестве образцов использовали аморф-

ную ленту в исходном состоянии и отожженную при 590ºС. 

На рис. 2 представлены кривые ДСК при нагреве аморфного сплава 5БДСР 

и образца ленты из этого же сплава после отжига при температуре 590 ºС. 

Видно, что процесс кристаллизации протекает в две стадии, которые прояв-

ляются в виде двух экзотермических тепловых эффектов. Кривые ДСК позволяют 

достаточно точно определить не только температурный интервал кристаллизации, 

но и тепловые эффекты процесса. Так, первая стадия кристаллизации сплава 

5БДСР реализуется в температурном интервале 500…630 ºС, тепловой эффект 

при этом составляет 80…85 Дж/г, вторая – в интервале температур 680…780 ºС с 

тепловым эффектом 40…45 Дж/г (таблица 2.2). В случае нагрева нанокристалли-

ческой ленты, полученной путем отжига аморфной ленты при температуре 590 ºС 

в течение 15 минут, на кривой DSC(Т) (рис. 2) наблюдается лишь один экзотер-

мический тепловой эффект, соответствующий второй стадии процесса кристалли-



 

зации, в интервале температур

фектом 40…45 Дж/г.  

 

Рис. 2. Кривые ДСК для сплава

1 – нагрев кусочков аморфной

 

Таблица 2.2 – Температуры

при непрер

Сплав 

5БДСР  420…430
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интервале температур 680…780 ºС с примерно таким

ДСК для сплава 5БДСР при нагреве в атмосфере аргона со

кусочков аморфной ленты; 2 – нагрев кусочков отожженной

Температуры точек перегиба на дилатометрических

при непрерывном нагреве аморфных сплавов

t1 t2 t3 

420…430 480…520 550-560 

примерно таким же тепловым эф-

 
аргона со скоростью 20 К/мин.: 

кусочков отожженной при 590оС ленты 

дилатометрических кривых 

аморфных сплавов 

t4 t5 

670-675 ~710 
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2.2.2. Рентгеноструктурный анализ ленты сплава 5БДСР 

В полном соответствии с данными дифференциальной сканирующей кало-

риметрии находятся результаты рентгеноструктурного анализа ленты, подвергну-

той непрерывному нагреву, как в первый, так и во второй температурный интер-

валы. Видно, что на рентгеновском спектре изучаемой ленты в исходном состоя-

нии можно наблюдать два гало, свидетельствующие об аморфном состоянии 

сплава. При этом первое, более интенсивное, лежит в интервале углов 2θ 

(46...68°), а второе, менее интенсивное, занимает более широкий интервал углов 

90...120° при съёмке в излучении железного анода (рис. 3 - 5). Съёмка тороидов в 

медном излучении приводит к возникновению в спектре лишь одного ярко выра-

женного гало в интервале углов 38...52°, второе же слабозаметное наблюдается в 

интервале углов 70...80° (рис. 6). 

 
Рис. 3. Изменение дифракционного спектра аморфной ленты сплава 5БДСР после выдержки 1 ч 
в излучении железного анода при температуре: 1 – исходный (аморфный), 2 – 300 ºС, 3 – 400 ºС, 

4 – 450 ºС, 5 – 500 ºС 
 

Часовые выдержки при температурах 300 ºС, 400 ºС, 450 ºС, и 500 ºС свиде-

тельствуют о том, что уже при температуре 450 ºС на фоне первого гало появля-

ется более узкий пик, а при температуре 500 ºС дифракционная картина уже соот-

ветствует кристаллическому состоянию (рис. 3). Кроме того, можно отметить из-



 

менение максимальной интенсивности

образцов, отожженных в

аморфным состоянием (таблица

Таблица 2.3 – Характеристики

Температура 

отжига, ºС 

Максимальна

тенсивность

аморфное сост. 

300 

400 

450 

500 

 

Рис. 4. Изменение дифракционного
сле выдержки при температуре
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максимальной интенсивности и ширины на половине

отожженных в интервале температур 300…500 

состоянием (таблица 2.3).  

Характеристики первого гало дифрактограммы сплава

изотермических отжигов 

Максимальная ин-

тенсивность, имп./с 

Положение 

гало 2θº 

Ширина

вине

325 56,42 

328 56,62 

358 56,62 

394 56,62 

852 57,61 

дифракционного спектра аморфной ленты в излучении
температуре 450 ºС: 1 – исходный аморфный; 2 – 0,5 часа

на половине высоты 1-го гало 

 300…500 ºС по сравнению с 

дифрактограммы сплава 5БДСР после 

Ширина на поло-

вине высоты, рад 

0,1249 

0,1150 

0,1107 

0,0724 

0,0174 

 
излучении железного анода по-

0,5 часа; 3 – 1 час; 4 – 2 часа 
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Рис. 5. Изменение дифракционного спектра аморфной ленты в излучении железного анода по-

сле выдержки при температуре 500 ºС: 1 – исходный аморфный; 2 – 0,3 часа; 3 – 0,5 часа; 4 – 1 

час; 5 – 2 часа 

На рис. 4. представлена эволюция структуры ленты во времени при вы-

держке с температурой 450 °С. При этой температуре ДСК (рис. 2) не фиксирует 

никаких процессов, однако выдержка в течение 2 часов приводит к появлению на 

дифрактограмме пиков, характерных для кристаллической структуры. После на-

грева до температуры 500 °С, соответствующей по данным ДСК началу кристал-

лизации, и выдержки 30 мин на фоне первого гало проявляется интенсивный пик, 

а при других углах дополнительные дифракционные максимумы (рис. 5).  

 

Рис. 6. Изменение дифракционного спектра тороидов из ленты сплава 5БДСР  
после нагрева до различных температур в излучении медного анода 
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Дальнейшая выдержка при температуре 500 °С и нагрев до более высоких 

температур 520, 540, 560 и 590 °С приводят к исчезновению гало и возникнове-

нию узких интерференционных максимумов, свидетельствующих о формирова-

нии кристаллической фазы с ОЦК решеткой и незначительного количества сили-

цидов Fe3Si (рис. 6). 

 

2.2.3. Определение степени кристалличности ленты 

Результаты определения степени кристалличности ленты сплава 5БДСР, 

отожженной как в первом, так и в конце второго температурного интервала кри-

сталлизации, представлены в таблице 2.4. 

Видно, что уже часовой отжиг при температуре 450 °С привел к появлению 

7% кристаллитов, т.е. началу кристаллизации. Выдержка в течение двух часов при 

температуре 500 °С вызвала увеличение степени кристалличности ленты до 37 %, 

в то время как после 15 минут она составляла лишь 6 % (таблица 2.4). Повышение 

температуры отжига в течение получаса от 500 до 520 °С привело к увеличению 

степени кристалличности с 29 до 37 %, тогда как в интервале 520...560 °С она по-

высилась менее существенно лишь до 40 %. Нагрев в вакууме в конец первого 

температурного интервала кристаллизации (600 °С) вызвал увеличение степени 

кристалличности до 55 %.  

Таким образом, можно отметить, что отжиг аморфной ленты сплава 5БДСР 

в первом температурном интервале кристаллизации не приводит к полному её за-

вершению. В итоге сохраняется аморфно-кристаллическое состояние даже после 

получасовой выдержки в конце этого интервала при температуре 600°С. 

В то же время уже кратковременная выдержка в течение 15 минут в конце 

второго температурного интервала (800°С) привела к практически полному за-

вершению кристаллизации, с образованием 90% кристаллической фазы 

(см. табл. 2.4). 

 



 

Таблица 2.4 – Степень кристалличности

№ 

пп 

Температура 

печи  

– время вы-

держки 

 кристалличности

1 300°С – 60 мин 

2 350°С – 60 мин 

3 400°С – 60 мин 

4 450°С – 60 мин 

5 500°С – 15 мин 

6 500°С – 30 мин 

7 500°С – 60 мин 

8 500°С – 120 мин 

Часовой отжиг при температуре

ской фазы, при этом на дифрактограмме

пик 110α и слабые отражения

гральная интенсивность и

изменились (рис. 7). 

Рис. 7. Дифрактограмма
при
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Степень кристалличности лент после отжига при различной

Степень 

кристалличности, К 

% 

№ 

пп 

Температура 

печи  

– время вы-

держки 

0 9 520°С – 30 мин

0 10 530°С – 60 мин

0 11 540°С – 30 мин

7 12 560°С – 30 мин

6 13 560°С – 60 мин

29 14 590°С – 15 мин

31 15 600°С – 30 мин

37 16 800°С – 15 мин

отжиг при температуре 450 °С приводит к появлению

этом на дифрактограмме на фоне первого гало

слабые отражения 200α и 211α кристаллической

интенсивность и интервал расположения первого гало

Дифрактограмма ленты сплава 5БДСР в аморфном и отожженном
при 450 °С и выдержке 1 час состояниях 

при различной температуре 

Температура 
Степень 

 кристалличности, К 

% 

мин 37 

мин 38 

мин 40 

мин 40 

мин 42 

мин 41 

мин 55 

мин 90 

приводит к появлению кристалличе-

первого гало появился острый 

кристаллической ОЦК фазы, а инте-

расположения первого гало практически не 

 

аморфном и отожженном  
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Отжиг аморфной ленты сплава 5БДСР при максимальных температурах 

второго интервала кристаллизации – 770 или 800 °С (рис. 8) приводит к возникно-

вению двух α-твердых растворов, а также выделению боридов и интерметалидов. 

Комплексные исследования позволили установить, что при кристаллизации 

аморфной ленты сплава 5БДСР формируется два α-твердых раствора с ОЦК ре-

шеткой, один из которых представляет собой твердый раствор преимущественно 

кремния (15…18 ат. %) в железе (основная матрица), а второй – преимущественно 

ниобия (16…18 ат.%) и кремния в железе, располагающийся на границах матрич-

ного. Обнаружены также промежуточные твердые растворы с меньшей концен-

трацией ниобия (6…10 ат.%), двойная эвтектика, бориды переменного состава и 

нерастворенные при плавке остатки частиц Nb или NbC. 

 

 

 
Рис. 8. Дифрактограммы лент сплава 5БДСР после отжига в вакууме  в излучении железного ано-

да  при температурах 600 и 800оС: 1 – Fe3Si; 2 – FeB; 3 - 110β(Nb); 4 - 110α(Nb); 5 – Fe3,5B. 



 43

2.2.3. Измерение среднего размера кристаллов 

Были измерены средние размеры областей когерентного рассеивания (ОКР) 

лент на железной основе по уширению первой интерференционной линии 

α-твердого раствора, на которую не накладывались другие отражения (табли-

ца 2.5). 

Таблица 2.5 – Размеры кристаллитов сплавов 5БДСР после часового отжига при 

различной температуре 

Температура отжига, 
о
С 

Размеры кристаллитов, нм 
В качестве эталона исполь-
зовано чистое железо 

За эталон принята лента сплава 
5БДСР, отожженная в вакууме 

при 800оС (30мин) 
5БДСР – 400 0,0 0,0 
5БДСР – 500 14,2 14,4 
5БДСР – 530 14,2 14,5 
5БДСР – 560 14,7 14,9 
5БДСР – 590 18,0 - 
 

2.2.3. Изучение структуры и химического состава сплава 5БДСР 

Детально структуру и химический состав фаз кристаллического сплава 

5БДСР исследовали на сканирующем электронном микроскопе с использованием 

волнового энергодисперсионного анализатора. На рис. 9 приведены результаты 

исследования фаз в исходных кристаллических образцах на сканирующем элек-

тронном микроскопе. Перекрестьем отмечены точки, в которых проводилось оп-

ределение элементного состава (площадь анализа порядка 2 мкм). 

Серая составляющая с мелкими выделениями, занимающая большую часть 

площади микрошлифа, содержит в основном Fe, Si и О (рис. 9, спектр 1), и, по-

видимому, представляет собой α-твердый раствор Si в Fe. Более светлая состав-

ляющая сложной формы содержит Fe, Si и Nb в количестве 14,03 масс.%, что со-

ответствует α-твердому раствору Si и Nb в Fe (рис. 9, спектр 2). Самые светлые 

составляющие, располагающиеся по границам серого α-твердого раствора, кроме 

Fe и Si содержат углерод (точность определения которого невысока), а также не-

большое количество меди и сравнительно высокую концентрацию (до 33,6 масс. 

%) Nb (рис. 9, спектр 3). Такая же концентрация ниобия обнаружена и в светлых 
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составляющих четырехугольной формы (рис. 9, спектр 4). Реже встречающиеся 

более мелкие выделения округлой формы, расположенные в светлых участках, 

представляют собой либо чистый ниобий, либо карбид ниобия, по-видимому, не-

растворившийся в расплаве при выплавке (рис. 9, спектр 5). На рис. 9 (спектр 6 - 

8) представлена микроструктура при большем увеличении. Химический состав 

большой серой области, кроме отмеченных ранее концентраций Fe, Si и О, допол-

нительно содержит углерод и медь (рис. 9, спектр 6) и также представляет собой 

α-твердый раствор. Состав двойной эвтектики рассмотрен на примере микрообъ-

емов 7 и 8 (рис. 9). Наблюдаются светлые и серые составляющие, различающиеся 

по химическому составу: светлая содержит больше ниобия, чем серая, и дополни-

тельно обнаруживается бор, концентрация которого тоже определена с большой 

ошибкой. При этом в составе обнаруживаются кислород и углерод, которые, по-

видимому, попадают в сплав либо в процессе выплавки, либо при изготовлении 

микрошлифа. 

   
а б в 

Рис. 9. – Структура исходного сплава и элементный состав фазы в точке анализа 

 

Еще более отчетливо структурные составляющие выявляются после отжига 

образцов исходной заготовки сплава 5БДСР при температуре 800 °С в течение 30 

мин. (рис. 9, 10). 
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Таблица 2.6. – Химический состав фаз в исходной кристаллической заготовке 

сплава 5БДСР 

Содержание элементов, масс. % 

№ B С O Si Ti Fe Cu Nb 

1 - - 4,02 10,81 - 85,17 - - 

2 - - - 8,39 - 77,58 - 14,03 

3 - 3,75 - 10,09 - 51,90 0,66 33,59 

4 - 3,45 - 10,28 - 53,28 - 32,99 

5 - 15,21 - - 0,81 2,93 - 81,05 

6 - 1,65 3,38 10,46 - 83,88 0,63 - 

7 10,19 2,29 - 7,17 - 69,23 - 11,13 

8 - 4,41 7,20 9,19 - 72,88 - 6,32 

 

 

 
Рис. 10. –  Микроструктура и энергетические спектры отраженных электронов в точках 

анализа кристаллической заготовки сплава 5БДСР, отожженной при 800 °С в течение 30 

минут 
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Таблица 2.7. – Химический состав фаз в кристаллической заготовке сплава 

5БДСР, отожженной при 800 °С в течение 30 минут 

Содержание элементов, масс. % 

№ В С О Si Fe Nb 

1 - 6,38 - 11,29 49,54 32,78 

2 - 6,07 - 11,38 49,81 32,74 

3 - 5,63 - 11,27 49,98 33,12 

4 - - - 9,98 73,30 16,72 

5 - 4,57 - 12,37 83,06 - 

6 17,13 13,38 - - 69,49 - 

7 - 5,74 6,11 10,75 73,00 4,40 

8 - 11,64 - 3,38 84,98 - 

9 - 4,50 - 9,91 72,46 13,13 

Приведённые данные по составу фаз в термообработанном образце являются 

схожими с результатами исследования фаз в исходной нетермообработанной за-

готовке. 

Самые светлые составляющие структуры (рис. 10) содержат повышенную до 

33 масс.% концентрацию ниобия (спектры 1, 2 и 3). Более серые составляющие 

содержат меньше ниобия (13…17 . %), но больше железа (спектры 4 и 9). В ос-

новной серой матрице кроме железа, содержание которого находится на уровне 

среднего марочного состава сплава 83…85 ат. %, присутствует также кремний, 

концентрация которого составляет 12 масс. % (спектр 5), что немного выше сред-

него состава (8 масс. %).  

 

2.3. Обсуждение результатов 

Полученные результаты позволяют считать, что аморфная лента сплава 

5БДСР является рентгеноаморфной вплоть до температуры 450 °С. И хотя на диа-

грамме ДСК при этой температуре не фиксируются тепловые эффекты, часовой 

отжиг приводит к появлению 7 % кристаллической фазы (табл. 2.4). При повыше-
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нии температуры до 500 °С начинается процесс кристаллизации, о чем свидетель-

ствует интенсивное выделение тепла (рис. 2). В это время степень кристаллично-

сти изменяется от 7 % до 37 % в зависимости от времени выдержки. Дальнейшее 

повышение температуры в пределах первого интервала кристаллизации повышает 

степень кристалличности до 55 %, однако даже длительная выдержка не приводит 

к полной кристаллизации ленты. В то же время кратковременный нагрев до тем-

пературы конца второго интервала кристаллизации приводит к увеличению сте-

пени кристалличности более 90 %. 

 Как было показано, в первом интервале кристаллизации образуется пре-

имущественно твердый раствор α-Fe(Si). Заметное образование других кристал-

лических фаз происходит лишь при длительной выдержке в конце первого интер-

вала или при повышении температуры выше 600 °С (рис. 8). Поэтому на первом 

этапе формирование кристаллической структуры определяется процессами обра-

зования и роста кристаллов α-Fe(Si). Средний размер таких кристаллов при часо-

вом отжиге ниже 600 °С не превышает 20 нм. 

Анализ структуры сплава 5БДСР после полной кристаллизации позволяет 

сделать вывод о том, что основная серая матрица, занимающая большую часть 

площади микрошлифа, представляет собой α-твердый раствор кремния в железе. 

Светлые области, располагающиеся по границам основной матрицы и в двойной 

эвтектике, содержат повышенную концентрацию ниобия в количестве до 14…33 

масс. % (рис. 9 ) и меньше кремния и железа по сравнению с большими серыми 

областями, то есть представляют собой α-твердый раствор Si и Nb в Fe, в котором 

также могут находиться медь и бор. 

Полученные результаты говорят о том, что при кристаллизации сплава 

5БДСР в первом температурном интервале основной кристаллической фазой яв-

ляются кристаллы α-Fe(Si). После их образования начинается рост, который при-

водит к увеличению степени кристалличности сплава. При этом процесс роста 

кристаллов сопровождается перераспределением компонентов в системе. По-

скольку растворимость Nb и B в фазе α-Fe(Si) практически отсутствует, то одно-
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временно протекают два диффузионных процесса: отток атомов этих элементов 

от границы растущего зерна и насыщение ими остаточной аморфной фазы, а так-

же встречная диффузия кремния, обладающего широким интервалом растворимо-

сти в α-Fe. Первый процесс обеспечивает не только насыщение остаточной 

аморфной фазы Nb и B и увеличение её стабильности по отношению к кристалли-

зации (основную роль играет Nb), но и контролирует скорость роста зерен 

α-Fe(Si), которая определяется скоростью «очистки» пограничной зоны кристал-

литов, в первую очередь, от ниобия. 

 

2.4. Заключение 

Для изучения процесса роста кристаллов в аморфном сплаве 5БДСР мето-

дом ДСК определены температуры фазовых переходов. Путем проведения рент-

геноструктурного анализа определено количество кристаллической фазы, образо-

вавшейся в процессе термообработки, а также её средний размер и состав. Кроме 

того, с помощью сканирующего электронного микроскопа определен состав 

структурных элементов сплава после его полной кристаллизации.  

Подтверждено, что процесс кристаллизации аморфного сплава 5БДСР про-

текает в две стадии, которые проявляются при нагреве в виде двух экзотермиче-

ских тепловых эффектов. Первая стадия кристаллизации реализуется в темпера-

турном интервале 507…630 ºС, тепловой эффект при этом составляет 77,26 Дж/г, 

вторая – в интервале температуры 680…780 ºС с тепловым эффектом 39,41 Дж/г. 

Дифрактограммы ленты сплава 5БДСР в аморфном и отожженном при раз-

личной температуре состоянии показывают, что отжиг в первом температурном 

интервале приводит к кристаллизации не более чем 55 % от всего объема сплава. 

При этом на дифрактограмме на фоне первого гало появляется острый пик 110α, а 

также возникают другие слабые отражения 200α и 211α кристаллической фазы 

α-Fe(Si). Средний размер кристаллов в первом температурном интервале состав-

ляет 10…20 нм. Образование других кристаллических фаз в этом интервале в 

больших количествах не наблюдается. 
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Структура сплава 5БДСР после полой кристаллизации в основном пред-

ставлена двумя α-твердыми растворами: α-твердым раствором Si в Fe, и 

α-твердыым раствором Si и Nb в Fe, в котором также могут находиться Cu и B. 

Проведенные экспериментальные исследования позволили получить коли-

чественные и качественные данные, характеризующие процесс роста кристалла 

при нанокристаллизации аморфного сплава 5БДСР. В совокупности с литератур-

ными данными это позволило составить общую картину процесса и сформулиро-

вать принципы, заложенные в основу модели роста кристалла. 
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ГЛАВА 3 

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИЗУЧЕНИЕ РОСТА 

ЧАСТИЦЫ НОВОЙ ФАЗЫ В АМОРФНОМ СПЛАВЕ 

 

В настоящее время существует множество моделей роста микрочастицы 

новой фазы. Все они основаны на различных (и подчас, грубых) допущениях о 

характере процесса. Часто скорость роста просто постулируется без детальных 

обоснований. При таком подходе трудно оценить, насколько груба та или иная 

модель, насколько можно верить полученным по ней результатам. 

Подход данной работы: от общего – к частному. Начиная от наиболее об-

щей картины процесса – описания с помощью неравновесной термодинамики [55, 

56, 122], постепенно вводятся различные упрощения, позволяющие производить 

расчеты. Тут же оценивается степень искажения реальной картины процесса в 

связи с этим упрощением. 

За основу приняты работы [96, 97], в которых изучен процесс роста частиц 

продуктов гетерофазных химических реакций в жидком растворе. Заложенные в 

них идеи послужили основой для изложенной в данной работе неравновесной 

термодинамики роста нанокристаллов в аморфном металле.  

Вначале с помощью неравновесной термодинамики будет получена систе-

ма термодинамических соотношений, наиболее общо описывающая процесс роста 

частицы новой фазы в растворе. Но эти соотношения не пригодны для вычисле-

ний. В них входят такие величины и функции, которые вряд ли  когда-либо будут 

определены на практике. Поэтому далее постепенно вводится ряд упрощающих 

соотношений, в результате которых исходные общие уравнения становятся "вы-

числяемыми". В конечном счете, будет получен ряд математических моделей рос-

та микрочастицы новой фазы различного уровня строгости и сложности. 
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Отметим, что в данной работе не рассматривается процесс образования за-

родыша и механизм его образования (гомогенный или гетерогенный). Считаем, 

что зародыш уже сформировался, превзошел критический размер и начал расти. 

 

3.1. Постановка задачи и основные определения 

Пусть имеется некоторый раствор (фаза Ψ ) из m  элементов 1, , mE E… , первые n  

( 1, , nE E… ) из которых могут образовывать новую фазу Φ . Рассмотрим систему, со-

стоящую из раствора фазы Ψ , в котором находится и растет микрочастица фазы Φ , 

Переход элементов, которые могут присутствовать в обеих фазах, из одной фазы в 

другую можно отобразить схемой 

1 1 ,

..,

,n n

Φ Ψ

Φ Ψ

E E

E E

�

…………

�

 (3.1.1) 

Рассмотрим термодинамическую систему, состоящую из частицы фазы Φ и 

раствора  фазы Ψ. Система находится при постоянном внешнем давлении PΕ  и не 

обменивается с внешней средой ни веществом, ни энергией. Считаем, что между 

фазами находится плёнка γ
F  нулевой толщины, обладающая поверхностным на-

тяжением с коэффициентом γ . При этом саму плёнку в рассматриваемую термо-

динамическую систему не включаем, то есть считаем её действие внешним фак-

тором. Частицу считаем сферической. 

Введём сферическую систему координат с началом в центре растущей частицы 

(рис. 11). Всю систему также считаем сферической. Полагая, что начальное рас-

пределение параметров состояния системы (концентраций компонентов, скоро-

стей, температуры и других величин) обладает сферической симметрией, можно 

считать, что и в дальнейшем в любой момент времени распределение всех харак-

теризующих систему величин обладает сферической симметрией. Все векторы, 

характеризирующие состояние системы, коллинеарны радиус-вектору r соответ-



 

ствующей точки системы

ние 

где 0r  – орт (единичный вектор

радиус-вектор (a  может быть

 

 

 

 

Рис. 1

 

Условимся, в случае необходимости

Φ и Ψ  соответствующим

системе – верхним индексом

R– радиус частицы
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точки системы. Поэтому для любого вектора a  справедливо

0a ar= , 

единичный вектор) радиус-вектора r , a  – п

может быть положительной или отрицательной

Рис. 11. Схема термодинамической системы

 

в случае необходимости снабжать величины, относящиеся

соответствующим верхним индексом, а величины, относящиеся

верхним индексом Ε . Примем следующие обозначения

радиус частицы, 

справедливо соотноше-

(3.1.2) 

проекция вектора a  на 

отрицательной величиной). 

 

термодинамической системы 

величины, относящиеся к фазам 

величины, относящиеся ко всей 

следующие обозначения: 
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V– область (геометрическая), 

V  – объём соответствующей области, 

F  – поверхность, 

F  – площадь поверхности, 

ρ  – плотность, 

iρ  – плотность i -го компонента, 

ic  – массовая концентрация i -го компонента, 

i
ic

ρ
ρ

= , (3.1.3) 

w – скорость центра масс материальной точки, 

iw  – скорость i -го компонента, 

0J  – плотность полного потока среды, 

0J wρ= , (3.1.4) 

0
iJ  – плотность потока i-го компонента, 

0
i i iJ wρ= , (3.1.5) 

iJ  – плотность диффузионного потока i -го компонента, 

( )i i iJ w wρ= − , (3.1.6) 

w
F
 – скорость перемещения соответствующей геометрической точки по-

верхности F . 

Поверхность Ф
F , ограничивающая фазу Φ, перемещается вследствие измене-

ния её массы. Скорость перемещения любой геометрической точки поверхности 

Ф
F  равна  

0dR
w r

dtΦ =
F

. (3.1.7) 

В соответствии с (3.1.2) 

0 0 0 0,i i i iJ J r J J r= = , (3.1.8) 
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где 0
iJ  и iJ  – проекции векторов 0

iJ  и iJ  на радиус-вектор 0r  (проекции могут 

быть как положительными, так и отрицательными величинами). 

Поверхность, ограничивающая фазу Ψ , состоит из двух несвязных частей: 

внутренней – Ψ
F , граничной с фазой Φ, и внешней – Ε

F . Поверхности Ф
F  и Ψ

F  

отличаются друг от друга лишь направлениями внешних нормалей: у Ф
F  внешняя 

нормаль сонаправлена радиус-вектору соответствующей точки, а у Ψ
F  – проти-

вонаправлена. Поэтому 

0 0, ,n r n rΦ Ψ= = −  (3.1.9) 

ФF F Ψ
= , (3.1.10) 

0dR
w w r

dtΦ Ψ= =
F F

. (3.1.11) 

На внешней поверхности Ε
F  фазы Ψ , ограничивающей всю рассматриваемую 

систему, массоперенос отсутствует. Поэтому скорости перемещения геометриче-

ских точек поверхности Ε
F  совпадают с механическими скоростями соответст-

вующих  материальных точек, находящихся у этой поверхности. Таким образом, 

считаем, что для точек поверхности Ε
F   

( )1,...,
j

w w j mΕ = =
E

F
. (3.1.12) 

Из определений 0 0, , , , , , ,i i i i ic w w J J Jρ ρ  вытекают соотношения 

1

,
k

i
i

ρ ρ
=

=∑  (3.1.13) 

1

1,
k

i
i

c
=

=∑  (3.1.14) 

0 0

1

,
k

i
i

J J
=

=∑  (3.1.15) 

1

0,
k

i
i

J
=

=∑  (1.1.16) 

в которых k  – число компонентов в соответствующей точке фазы: k n=  для фазы 

Ф и k m=  для фазы Ψ . 
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3.2. Балансы масс компонентов и уравнения движения 

3.2.1. Локальные уравнения балансов масс компонентов  

Так как в объёме фаз Φ и Ψ  химические реакции не протекают, то уравнения 

неразрывности и локальные уравнения балансов масс их компонентов имеют вид 

[122]: 

0div J
t

ρ∂ = −
∂

, (3.2.1) 

0divi
iJ

t

ρ∂ = −
∂

 (3.2.2) 

или  

div gradi
i i

c
J w c

t
ρ ρ∂ = − − ⋅

∂
, (3.2.3) 

где 1,...,i n=  для фазы Φ и  1,...,i m=  для фазы Ψ . 

 

3.2.2. Глобальные уравнения балансов масс компонентов  

Пусть ( )1,...,iI i n=  – мольная скорость перехода элемента iE  через единицу 

площади поверхности раздела фаз Φ и Ψ . Тогда скорость увеличения массы im  

компонента iE  в фазе Φ равна  

i
i i

m
M I F

t

Φ
Φ∂ =

∂
, (3.2.4) 

где  iM  – молекулярная масса элемента iE , а скорость увеличения массы im  ком-

понента ( )1,...,i i m=E  в фазе Ψ равна 

( 1,..., )

0 ( 1,..., )

i
i i

i

m
M I F i n

t

m
i n m

t

Ψ
Ψ

Ψ

∂ = − = ∂
∂ = = + ∂

 (3.2.5) 

С другой стороны, масса i -го компонента фазы ( ),ϒ ϒ = Φ Ψ  равна 
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i im dVρ
ϒ

ϒ = ∫
V

. 

Используя формулу (П1.5) Приложения получим 

i i
i

dm
dV w n dF

dt t

ρ ρ ϒ ϒ
ϒ ϒ

ϒ ∂ + ⋅
∂∫ ∫ F F

V F

= . 

Используя (3.2.1) и формулу Остроградского–Гаусса (Приложение П1.4), получим 

( )oi
i i

dm
w J n dF

dt
ρ ϒ ϒ

ϒ

ϒ

= − ⋅∫ F F

F

. (3.2.6) 

Для фазы Φ векторы–сомножители скалярного произведения в (3.2.6) сона-

правлены и постоянны по модулю во всех точках поверхности интегрирования Φ
F  

в силу сферической симметрии системы. Поэтому с учётом (3.1.2), (3.1.7), (3.1.8) 

имеем 

0 , 1,...,Фi
i i

dm dR
J F i n

dt dt
ρ

Φ
Φ Φ = − = 

 
.  

Приравнивая полученные выражения соответствующим выражениям (3.2.4), по-

лучим  

0 , 1,...,
ii i i

dR
J M I i n

dt
ρΦ Φ= − =  (3.2.7) 

 

Поверхность, ограничивающая фазу Ψ , состоит из поверхностей Ψ
F  и Ε

F , 

причём в соответствии с (3.1.5), (3.1.12) интеграл (3.2.6) по Ε
F  равен нулю. Ис-

пользуя (3.1.2), (3.1.11) преобразуем (3.2.6) к виду  

0 , 1,...,i

i i

dm dR
J F i m

dt dt
ρ

Ψ
Ψ Ψ Ψ = − − = 

 
. 

Сравнивая эти выражения с (3.2.5), получим 

0

0

, ( 1,..., ),

, ( 1,..., )

i

i

i i i

i

dR
J M I i n

dt
dR

J i n m
dt

ρ

ρ

Ψ Ψ

Ψ Ψ

 = − =

 = = +


 (3.2.8) 
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Величины O
iJ , iρ  в (3.2.7), (3.2.8) относятся к точкам, лежащим на геометриче-

ской поверхности раздела фаз. Из (3.1.15), (3.2.7) с учетом (3.1.13) найдём плот-

ность полного потока массы фазы Ф на границе раздела фаз:  

0

1

n

i i
i

dR
J M I

dt
ρΦ Φ

=

= −∑  (3.2.9) 

 

Аналогично из (3.1.15), (3.2.8) с учетом (3.1.13), (3.1.18) найдём плотность 

полного потока массы фазы Ψ на границе раздела фаз: 

0

1

n

i i
i

dR
J M I

dt
ρΨ Ψ

=

= −∑  (3.2.10) 

 

Из (3.1.4–3.1.6), (3.2.7), (3.2.9) получаем выражения для плотностей диффузи-

онных потоков компонентов фазы Φ  на поверхности раздела фаз: 

( )
0

0

1

n
i

i i i i i i i i k k
k

J dR dR
J w w J M I M I

dt dt

ρρ ρ ρ ρ
ρ ρ

Φ Φ
Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

Φ Φ
=

 = − = − = − − − 
 

∑  

или, с учётом (3.1.3) 

1

n

i i k k i i
k

J c M I M IΦ Φ

=

= −∑  (3.2.11) 

 

Аналогично из (3.1.3–3.1.6), (3.2.8), (3.2.10) получим выражения для плотно-

стей потоков компонентов фазы Ψ  на границе раздела фаз: 

( )

( )

0
0

1

1 1

1,...,

n
i

i i i i i i i i k k
k

n n
i

i i k k i k k i i
k k

J dR dR
J w w J M I M I

dt dt

M I M I c M I M I i n

ρρ ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ
ρ

Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ
=

Ψ
Ψ

Ψ
= =

 = − = − = − − − = 
 

= − + = − =

∑

∑ ∑
 

Таким образом, 
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1

1

, ( 1,... )

( 1,..., )

n

i i k k i i
k

n

i i k k
k

J c M I M I i n

J c M I i n m

Ψ Ψ

=

Ψ Ψ

=

= − =

= = +

∑

∑
 (3.2.12) 

3.2.3. Уравнения движения  

Если пренебречь вязкостью среды, то в любой точке каждой фазы справедливо 

уравнение Эйлера [126] 

1
grad

dw
P

dt ρ
= − ,  (3.2.13) 

где P  – давление. Применяя (2.П2) к каждой координате вектора w , получим 

1
Grad = grad

w
w w P

t ρ
∂ + ⋅ −
∂

, (3.2.14) 

где  Gradw – тензор градиента вектора скорости w . 

Считаем, что на поверхность Ε
F  действуют постоянное внешнее давление PΕ  

и поверхность раздела фаз Ф и Ψ  находится в механическом равновесии. Тогда 

справедливо уравнение Лапласа [127]: 

Ф 2
P P

R

γΨ− =
F F

, (3.2.15) 

где ФP
F

 и PΨ
F

 относятся к поверхности раздела фаз. 

 

3.3. Баланс внутренней энергии 

3.3.1. Локальные уравнения балансов внутренней энергии 

Пренебрегая вязкостью среды, локальное уравнение баланса внутренней энер-

гии можно записать в виде [122] 

div div ,u
du

J P w
dt

ρ = − −   

где u  – удельная внутренняя энергия, uJ  – плотность потока внутренней энергии. 
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Проведя соответствующие выкладки (Приложение 3), можно преобразовать 

его к виду: 

( )
1

1

grad grad div grad
k

P P P P q Pi Pk
i

T P
c T c w T T w P J c c T

t t
ρ α ρ α

−

=

∂ ∂
= − ⋅ + ⋅ − − − +∂ ∂ ∑  

( ) ( )
1

1

grad grad .
k

i k i Pi k Pk ij kj j i
j

v v T v v P h h c Jα α
−

=


 + − − − + − ⋅ 


∑  (3.3.1) 

Здесь T  – температура; 

V  – объем; 

H  – энтальпия; 

PC – теплоёмкость при постоянном давлении; 

Pc  – удельная теплоёмкость при постоянном давлении;  

P
Pi

i

C
c

m

∂=
∂

 – парциальная теплоёмкость i -го компонента при постоянном 

давлении; 

iv  – парциальный объём i -го компонента 

,P
P

V

V T
α 1 ∂ =  ∂ 

 – термодинамический коэффициент расширяемости; 

i
Pi

Pi

v

v T
α 1 ∂ =  ∂ 

 – парциальный термодинамический коэффициент расширяе-

мости i -го компонента; 

.i
i

H
h

m

∂=
∂

 – парциальная энтальпия  i -го компонента; 

( ), 1,..., ; 1,..., 1i
ij

j

h
h i k j k

c

∂= = = −
∂

 

1

.
k

q u i i
i

J J h J
=

= −∑  – плотность теплового потока; 

k  – число компонентов в фазе (k n=  для фазы Φ  и k m=  для фазы Ψ ). 
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3.3.2. Глобальное уравнение баланса внутренней энергии  

В приложении 3 приведен вывод глобального уравнения баланса внутренне 

энергии системы и получено соотношение 

0
n

q q i i
i

J J I HΨ Ψ

=1

− + ∆ =∑ . (3.3.2) 

Здесь ,q qJ JΦ Ψ  – плотности тепловых потоков в соответствующих фазах у поверх-

ности раздела; 

( )i i iH M h hΦ Ψ= −∆ i   (3.3.3) 

 

– энтальпия перехода i -го компонента из фазы Ψ  в макрофазу Φ . 

 

3.4. Баланс энтропии 

3.4.1. Локальные уравнения балансов энтропии  

Локальное уравнение баланса энтропии имеет вид [122] 

div ,s

ds
J

dt
ρ σ= − +  (3.4.1) 

где s– удельная энтропия, sJ  – плотность потока энтропии, σ  – интенсивность 

производства энтропии (производство энтропии в единице объёма среды за еди-

ницу времени). В случае, когда вязкостью среды можно пренебречь и химические 

реакции в объёме среды отсутствуют, sJ  и σ  определяются выражениями [122] 

( )
1

1 k

s q i i i
i

J J h J
T

µ
=

 = + −  
∑ , (3.4.2) 

1

1 1
,grad gradq T

k

i i
iT T

J Jσ µ
=

⋅ − ⋅
   =     

∑  (3.4.3) 

где k  – число компонентов в соответствующей точке фазы: k n=  для фазы Ф и 

k m=  для фазы Ψ , grad i
T

µ 
 

 – градиент химического потенциала i -го компо-

нента, вычисленный при условии постоянства температуры. 
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1

1

grad grad gradij jT

k

i i
j

v cP µµ
=

=
−

 
  +∑ . (3.4.4) 

Проведя соответствующие выкладки (Приложение 4), можно преобразовать 

эти соотношения к виду: 

( )
1

1

1
- -S q

k

i i ik k
i

J J h h J
T

µ µ
−

=

=
 

+ + 
 

∑ , (3.4.5) 

( )
1

1

1 1
grad gradq i k T

k

i
i

J J
T T

σ µ µ
=

⋅ − ⋅
−   = −    
∑ . (3.4.6) 

Выписывая (3.4.6) применительно к фазам Ф  и Ψ , получим 

( )
1

1

1 1
grad grad

n

q i i n
T

i

J J
T T

σ µ µ
−

Φ Φ Φ Φ Φ

=

   = ⋅ − ⋅ −    
∑ , (3.4.7) 

( )
1

1

1 1
grad grad

m

q j j m
T

j

J J
T T

σ µ µ
−

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

   = ⋅ − ⋅ −    
∑ . (3.4.8) 

 

3.4.2. Глобальное уравнение баланса энтропии 

Проведя приведенные в Приложении 4 выкладки, можно получить выражение 

для скорости производства энотропии в рассматриваемой системе 

dS
dV dV dF

dt
σ σ σ

Φ Ψ Φ

Ε
Φ Ψ= + +∫ ∫ ∫

V V F

F . (3.4.9) 

где  

1

n
i

i
i

A
I

T
σ

=
=∑F . (3.4.10) 

– интенсивность производства энтропии на поверхности раздела фаз. 

( )i i i iA M µ µΨ Φ= −   (3.4.11) 

– химическое сродством i-ой реакции (3.1.1) перехода компонента i  из фазы 

Ψ  в фазу Φ .  
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3.5. Феноменологические уравнения  

По аналогии с [124] в соответствии с (3.4.3) примем обозначения 

( )1 1
,grad gradq i i k T

X X
T T

µ µϒϒ = = − −    (3.5.1) 

и в соответствии с (3.4.10) 

* i
i

A
A

T
=  (3.5.2) 

–для поверхности раздела фаз Φ  и Ψ . С помощью этих обозначений выражения 

(3.4.7), (3.4.8), (3.4.10) могут быть представлены в виде  

1

1

n

q q i i
i

J X J Xσ
−

Φ Φ Φ Φ Φ

=
= ⋅ + ⋅∑ , (3.5.3) 

1

1

m

q q j j
j

J X J Xσ
−

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

= ⋅ + ⋅∑ , (3.5.4) 

*

1

n

i i
i

I Aσ
=

=∑F . (3.5.5) 

Все плотности потоков в (3.5.3), (3.5.4) линейно независимы. 

Величины , , , ( 1,..., 1; 1,..., 1), ( 1,..., )q q i j iJ J J J i n j m I i nΦ Ψ Φ Ψ = − = − =  в неравно-

весной термодинамике называют термодинамическими потоками, а величины   

*, , , ( 1,..., 1; 1,..., 1), ( 1,..., )q q i j iX X X X i n j m A i nΦ Ψ Φ Ψ = − = − =  – термодинамическими 

силами, сопряжёнными с соответствующими термодинамическими потоками. 

Как следует из принципов линейной неравновесной термодинамики [122–125], 

каждый термодинамический поток в (3.5.3–5.5) является линейной комбинацией 

всех термодинамических сил, входящих в выражение интенсивности производст-

ва энтропии и имеющих ту же размерность, что и термодинамический поток. В 

нашем случае все они имеют одинаковую размерность: в (3.5.3), (3.5.4)  все тер-

модинамические силы и термодинамические потоки являются векторами, а в 

(3.5.5) – скалярами. Таким образом 
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1

1

1

1

L L

L L

,
n

q qq q qk k
k

n

i iq q ik k
k

J X X

J X X

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

−
Φ Φ

=

−
Φ Φ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
 (3.5.6) 

– для фазы Ф,  

1

1

1

1

L L

L L

,
m

q qq q qk k
k

m

j jq q jk k
k

J X X

J X X

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ

−
Ψ Ψ

=

−
Ψ Ψ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
 (3.5.7) 

– для фазы Ψ  и  

*

1

n

i ik k
k

I L A
=

=∑ F  (3.5.8) 

– для поверхности раздела фаз. Величины Lik
ϒ  и Lik

F  называются феноменологиче-

скими коэффициентами, причём величины Lik
ϒ , входящие в (3.5.6), (3.5.7), явля-

ются тензорами второго ранга, а величины Lik
F , входящие в (3.5.8) – скалярами. 

Благодаря сферической симметрии системы все векторы в (3.5.6), (3.5.7) коллине-

арны радиус-вектору соответствующей точки – соотношение (3.2). Поэтому, про-

ектируя равенства (3.5.6), (3.5.7) на направление радиус-вектора, получим соот-

ветствующие скалярные равенства 

1

1

1

1

,
n

q qq q qk k
k

n

i iq q ik k
k

J L X L X

J L X L X

−
Φ Φ Φ Φ Φ

=

−
Φ Φ Φ Φ Φ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
 (3.5.9) 

– для фазы Φ ,  

1

1

1

1

,
m

q qq q qk k
k

m

j jq q jk k
k

J L X L X

J L X L X

−
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

−
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
 (3.5.10) 

– для фазы Ψ . Все величины в (3.5.9), (3.5.10) являются скалярами. 
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Феноменологические коэффициенты , , , , . . ,qq qk iq ik qq qk jq jkL L L L L L L LΦ Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ Ψ , входящие в 

(3.5.9), (3.5.10), не зависят, в первом приближении, от термодинамических сил, то 

есть от градиентов концентраций и температур, но могут зависеть от самих этих 

величин. 

3.6. Основные уравнения термодинамической системы 

Подведя итог проведённому исследованию, выпишем с учётом (3.1.2) основ-

ные уравнения (3.2.1), (3.2.3), (3.2.9–3.12), (3.2.14), (3.2.15), (3.3.1), (3.3.3), (3.5.8–

5.10), характеризующие термодинамическую систему. 

1. Основные уравнения фазы Ф: 

1) локальное уравнение баланса внутренней энергии – 

( )
1

1

grad grad div gradP P P P q Pi Pn

n

i

T P
c T c w T T w P J c c T

t t
ρ α ρ αΦ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

−

=

∂ ∂ = − ⋅ + ⋅ − − − +∂ ∂ ∑  

( ) ( )
1

1

grad gradi n i Pi n Pn ik nk k i

n

k
v v T v v P h h c Jα αΦ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

−

=

 + − − − + − ⋅ 


∑ ; (3.6.1) 

2) локальные уравнения балансов масс независимых компонентов –  

div grad , 1,..., 1i
i i

c
J w c i n

t
ρ ρ

Φ
Φ Φ Φ Φ∂ = − − ⋅ = −

∂
; (3.6.2) 

3) уравнение неразрывности фазы Ф –  

0div J
t

ρ Φ
Φ∂ = −

∂
; (3.6.3) 

4) уравнение движения фазы Ф –  

1
Grad = grad

w
w w P

t ρ Φ

∂ + ⋅ −
∂

; (3.6.4) 

5) феноменологические уравнения –  

1

1

1

1

,

.

n

q qq q qk k
k

n

i iq q ik k
k

J L X L X

J L X L X

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

−
Φ Φ

=

−
Φ Φ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
  (3.6.5) 
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2. Основные уравнения фазы Ψ : 

1) локальное уравнение баланса внутренней энергии – 

( )
1

1

grad grad div gradP P P P q Pi Pm

m

i

T P
c T c w T T w P J c c T

t t
ρ α ρ αΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

−

=

∂ ∂ = − ⋅ + ⋅ − − − +∂ ∂ ∑  

( ) ( )
1

1

grad gradi m i Pi m Pm ik mk k i

m

k
v v T v v P h h c Jα αΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

−

=

 + − − − + − ⋅ 


∑ ;  (3.6.6) 

 

2) локальные уравнения балансов масс независимых компонентов –  

div grad , 1,..., 1i
i i

c
J w c i m

t
ρ ρ

Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ∂ = − − ⋅ = −

∂
; (3.6.7) 

3) уравнение неразрывности фазы Ψ  – 

0div J
t

ρ Ψ
Ψ∂ = −

∂
; (3.6.8) 

4) уравнение движения фазы Ψ  – 

1
Grad = grad

w
w w P

t ρ Ψ

∂ + ⋅ −
∂

; (3.6.9) 

5) феноменологические уравнения – 

1

1

1

1

,

.

m

q qq q qk k
k

m

i iq q ik k
k

J L X L X

J L X L X

−
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

−
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

= ⋅

= ⋅

+ ⋅

+ ⋅

∑

∑
 (3.6.10) 

3. Основные уравнения поверхности раздела фаз: 

1) уравнение переноса внутренней энергии –  

0
n

Ф

q q i i
i

J J I HΨ

=1
− + ∆ =∑ ; (3.6.11) 

2) уравнения массопереноса независимых компонентов фаз –  

( )
1

1,..., 1
n

i i k k i i
k

J c M I M I i nΦ Φ

=
= − = −∑  (3.6.12) 



 66

1

1

, ( 1,... )

( 1,..., 1)

n

i i k k i i
k

n

i i k k
k

J c M I M I i n

J c M I i n m

Ψ Ψ

=

Ψ Ψ

=

= − =

= = + −

∑

∑
 (3.6.13) 

3) уравнение плотности массопотока фазы Ф – 

0

1

n

i i
i

dR
J M I

dt
ρΦ Φ

=
= −∑  (3.6.14) 

4) уравнение плотности массопотока фазы Ψ  – 

0

1

n

i i
i

dR
J M I

dt
ρΨ Ψ

=
= −∑  (3.6.15) 

5) уравнение механического равновесия – 

2ФP P
R

γΨ− =
F F

; (3.6.16) 

6) феноменологические уравнения – 

*

1

, 1,...,
n

i ik k
k

I L A i n
=

= =∑ F . (3.6.17) 

Система уравнений (3.6.1–6.17), дополненная определениями (3.1.3), (3.1.4), 

(3.1.6), (3.1.17), (3.3.5), (3.3.7), (3.3.10), (П3.24), (П3.30), (П3.32), (3.3.3), (3.4.11), 

(3.5.1), (3.5.2), краевыми условиями и зависимостями входящих в уравнения ве-

личин от параметров состояния, даёт полное описание рассматриваемой термоди-

намической системы и, следовательно, процесса роста сферической частицы фазы 

Φ . Адекватность описания системы близка к максимально возможной в рамках 

неравновесной термодинамики. Использовались два допущения: не учитывалась 

вязкость фаз и считалось, что фазы находятся в механическом равновесии друг с 

другом. Эти допущения оправданы, если система близка к механическому равно-

весию – тогда процессы движения, связанные с вязкостью, играют незначитель-

ную роль. Близость к механическому равновесию рассматриваемой системы обу-

славливается, в свою очередь, быстротой распространения механических возбуж-

дений в конденсированных средах и малыми размерами фазы Φ . 
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3.7. Основные допущения и упрощения 

Система уравнений термодинамической системы в виде (3.6.1–3.6.17) пригод-

на лишь для качественных рассуждений вследствие ее сложности и неизвестности 

ряда входящих в неё величин. Введём некоторые допущения и проведём упроще-

ния, позволяющие обойти эти трудности и не исказить чрезмерно реальную кар-

тину процесса. 

 

3.7.1. Допущения по феноменологическим уравнениям фаз  

Феноменологические коэффициенты, входящие в уравнения (3.6.5), (3.6.10), 

как правило, неизвестны. Преобразуя эти уравнения с учётом (3.5.1), (3.4.4), по-

лучим 

( )
1 1

1 1

1 1
grad grad

k k

q qq q ql l qq ql l k T
l l

J L X L X L L
T T

µ µϒ ϒ ϒ ϒ
− −

ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

= =
= ⋅ ⋅ −+ ⋅ = − ⋅ =  ∑ ∑  

( ) ( )
1 1

2
1 1

grad grad grad
k

qq ql
l k lj kj j

l

k

j

L L
T v v P c

T T
µ µ

ϒ ϒ−
ϒ ϒ ϒ ϒ

= =
⋅

− 
= − − ⋅ − − = 

 
+∑ ∑  

( ) ( )
1 1 1

2
1 1 1

grad grad grad
k k

qq ql ql
l k lj kj j

l l

k

j

L L L
T v v P c

T T T
µ µ

ϒ ϒ ϒ− −
ϒ ϒ ϒ ϒ

= = =
⋅

− 
= − − ⋅ − ⋅ −  

 
−∑ ∑ ∑  

или 

( ) ( )
1 1 1

2
1 1 1

1
grad grad grad

k k
qq ql

q l k lj kj j
l j l

k

ql

L L
J T v v P L c

T T T
µ µ

ϒ ϒ− −
ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

= = =

⋅
−    

= − − ⋅ − −    
     

−∑ ∑ ∑  (3.7.1) 

Аналогично, 

( )
1 1

1 1

1 1
grad grad

k k

i iq q il l iq il l k T
l l

J L X L X L L
T T

µ µϒ ϒ ϒ ϒ
− −

ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

= =
= ⋅ ⋅ −+ ⋅ = − ⋅ =  ∑ ∑  

( ) ( )
1 1

2
1 1

grad grad grad
k

iq il
l k lj kj j

l

k

j

L L
T v v P c

T T
µ µ

ϒ ϒ−
ϒ ϒ ϒ ϒ

= =
⋅

− 
= − − ⋅ − − = 

 
+∑ ∑  

( ) ( )
1 1 1

2
1 1 1

grad grad grad
k k

iq il il
l k lj kj j

l l

k

j

L L L
T v v P c

T T T
µ µ

ϒ ϒ ϒ− −
ϒ ϒ ϒ ϒ

= = =
⋅

− 
= − − ⋅ − ⋅ −  

 
−∑ ∑ ∑  

или 
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( ) ( )
1 1 1

2
1 1 1

1
grad grad grad

k k
iq il

i l k il lj kj j
l j l

kL L
J T v v P L c

T T T
µ µ

ϒ ϒ− −
ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

= = =

⋅
−   

= − − ⋅ − −   
     

−∑ ∑ ∑ . (3.7.2) 

Пренебрегая в (3.7.1), (3.7.2) перекрёстными эффектами (как правило, они не-

значительны) и вводя обозначения для коэффициентов при gradT  и grad c : 

( )
1

2
1

1
,qq

il li ki i
l

kL
L D

T T
λ µ µ

ρ

ϒ
ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

ϒ
=

− 
= − = 

 
∑ , (3.7.3) 

получим 

gradqJ TλΦ Φ ⋅= − ; (3.7.4) 

( )grad 1,..., 1i i iJ D c i nρΦ Φ Φ Φ⋅= − = − ; (3.7.5) 

gradqJ TλΨ Ψ ⋅= − ; (3.7.6) 

( )grad 1,..., 1i i iJ D c i mρΨ Ψ Ψ Ψ⋅= − = − . (3.7.7) 

Мы получили законы Фурье – уравнения (3.7.4), (3.7.6) и Фика – (3.7.5, 3.7.7). 

Входящие в них коэффициенты теплопроводности и диффузии экспериментально 

определены для большинства веществ. При этом, как известно, с удовлетвори-

тельным приближением можно считать коэффициенты теплопроводности и диф-

фузии постоянными величинами в довольно широком интервале температур и 

концентраций. Поэтому, а также вследствие того, что точность в определении 

этих величин для металлургических процессов весьма низка, в ряде случаев счи-

таем , , ,i iD Dλ λΦ Ψ Φ Ψ  постоянными величинами.  

Используем полученные выражения  плотностей тепловых и диффузионных 

потоков для преобразования связанных с ними уравнений (3.6.1), (3.6.2), (3.6.6), 

(3.6.7), (3.6.11–3.6.13). Подставляя (3.7.4), (3.7.5) в (3.6.1), (3.6.2) и используя 

(3.1.2), (П1.6 – П1.8), получим новые записи локального уравнения баланса внут-

ренней энергии фазы Ф –  

( )2
2

1

1

1
P P P P Pi Pn

n

i

T P T P T T
c T c w T w r c c

t t r r r r r r
ρ α ρ α λΦ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

−

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = − + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
∑  
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( ) ( )
1

1

k i
i n i Pi n Pn ik nk i

n

k

P c c
v v T v v h h D

r r r
α α ρ

Φ Φ
Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

−

=

∂ ∂ ∂ + − − − + − ⋅  ∂ ∂ ∂
∑   (3.7.8) 

и локальных уравнений балансов независимых компонентов фазы Φ  –  

2
2

1
, 1,..., 1i i i

i

c c c
D r w i n

t r r r r
ρ ρ ρ

Φ Φ Φ
Φ Φ Φ Φ ∂ ∂ ∂ ∂= − = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (3.7.9) 

в сферической системе координат. 

Аналогично, подставляя выражения (3.7.6), (3.7.7) в (3.6.6), (3.6.7) и используя 

(3.1.2), (П1.6 – П1.8), получим новые записи локального уравнения баланса внут-

ренней энергии фазы Ψ  – 

( )2
2

1

1

1
P P P P Pi Pm

m

i

T P T P T T
c T c w T w r c c

t t r r r r r r
ρ α ρ α λΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

−

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = − + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
∑  

( ) ( )
1

1

k i
i m i Pi m Pm ik mk i

m

k

P c c
v v T v v h h D

r r r
α α ρ

Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

−

=

∂ ∂ ∂ + − − − + − ⋅  ∂ ∂ ∂
∑   (3.7.10) 

и локальных уравнений балансов независимых компонентов фазы Ψ  –  

2
2

1
, 1,..., 1i i i

i

c c c
D r w i m

t r r r r
ρ ρ ρ

Ψ Ψ Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ ∂ ∂ ∂ ∂= − = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

. (3.7.11) 

Преобразуем таким же образом уравнения (3.6.11–3.6.13), относящиеся к по-

верхности раздела фаз. Используя (3.7.4), (3.7.6) и (3.1.2), (П1.7), вместо (3.6.11) 

получим новую запись уравнения переноса внутренней энергии через поверх-

ность раздела фаз: 

( ) ( ), 0 , 0 0
n

i i
i

T t R t T t R t I H
r r

λ λΦ Ψ

=1

∂ ∂− − + + ∆ =      ∂ ∂ ∑ . (3.7.12) 

В этой и последующих записях приняты обозначения: 

0
0 0

( , )
( , 0) lim

r r

y t r
y t r

r r→ ±

∂ ∂± =
∂ ∂

. (3.7.13) 

Аналогично вместо уравнений (3.6.12–3.6.13) получим уравнения массопере-

носа компонентов фаз 
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( )
1

, 0 0, 1,..., 1
n

i i i k k i i
k

D c t R t c M I M I i n
r

ρ Φ Φ Φ Φ

=

∂ − + − = = −  ∂ ∑  (3.7.14) 

( ) ( )

( ) ( )
1

1

, 0 0, 1,...,

, 0 0, 1,..., 1

n

i i i k k i i
k

n

i i i k k
k

D c t R t c M I M I i n
r

D c t R t c M I i n m
r

ρ

ρ

Ψ Ψ Ψ Ψ

=

Ψ Ψ Ψ Ψ

=

∂ + + − = =   ∂

 ∂ + + = = + −   ∂

∑

∑
 (3.7.15) 

 

3.7.2. Допущения по феноменологическим уравнениям поверхности 

 раздела фаз 

Нам удалось перейти от феноменологических уравнений (3.6.5), (3.6.10) с не-

известными феноменологическими коэффициентами к уравнениям (3.7.4–3.7.7) с 

известными, в общем случае, коэффициентами теплопроводности и диффузии. 

Положение с феноменологическими уравнениями (3.6.17) значительно сложнее – 

константы скоростей химических реакций определены лишь для некоторых эле-

ментарных реакций; для важнейших металлургических реакций они неизвестны. 

Для того, чтобы обойти эту трудность, придётся ввести более значительные до-

пущения, чем в предыдущем случае. 

С учётом высоких температур металлургических процессов примем, что пере-

ходы (3.1.1) компонентов из фазы в фазу лимитируется диффузионным подводом 

реагентов. Иначе говоря, считаем, что феноменологические коэффициенты  

, , 1,...,ikL i k n=F  входящие в (3.6.17), бесконечно велики. Тогда, для того, чтобы 

термодинамические потоки , 1,...,iI i n= ,  были конечными, в соответствии с эти-

ми уравнениями, необходимо, чтобы термодинамические силы * , 1,...,iA i n= ,  бы-

ли бесконечно малыми. В результате вместо уравнений (3.6.17) в пределе полу-

чим новые – 

* 0, 1,...,iA i n= = , 

или, с учётом (3.5.2), 

0, 1,...,iA i n= = . (3.7.16) 
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Соотношения (3.7.16) определяют равновесие компонентов в фазах. Используя 

(3.4.11), окончательно получим: 

i iµ µΨ Φ=  (3.7.17) 

Заметим, что в (3.7.17) химические потенциалы, относящиеся к различным фа-

зам, вычисляются при разных давлениях. Так как i
iv

P

µ∂ =
∂

, то  

[ ] [ ]
Ф

Ф

P

i i i

P

P P v dPµ µ
Ψ

Φ Φ Ψ Φ− = ∫
F

F

F F
, 

и, пренебрегая зависимостью парциального объёма iv  от давления (среда конден-

сированная), с учётом (3.2.15) получим 

[ ] [ ] ( )Ф 2
1,...,i

i i

v
P P i n

R

γµ µ
Φ

Φ Φ Ψ= + =
F F . (3.7.18) 

Химические потенциалы iµ Φ , входящие в соотношения (3.7.17), (3.7.18), отно-

сятся к единице массы соответствующего компонента. Введём мольные химиче-

ские потенциалы 

i i iMµ µ=ɶ . (3.7.19) 

Тогда соотношения (3.7.17), (3.7.18) могут быть представлены в виде 

,i iµ µΦ Ψ=ɶ ɶ  (3.7.20) 

[ ] [ ]Ф 2
, 1,...,i

i i

v
P P i n

R

γµ µ
Φ

Φ Φ Ψ= + =
F F

ɶ
ɶ ɶ , (3.7.21) 

где ivɶ  – парциальный мольный объём i -го компонента. Выберем стандартные со-

стояния всех компонентов при давлении PΨ
F

, соответствующем давлению фазы 

Ψ  у поверхности раздела фаз в рассматриваемый момент времени. Для химиче-

ских потенциалов компонентов фазы Ψ  у поверхности раздела фаз используем 

выражения 

0 ln , 1,...,i i iR T a i mµ µΨ Ψ Ψ
Γ= + =ɶ ɶ , (3.7.22) 
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где 0
iµɶ  – мольный химический потенциал компонента в стандартном состоянии, 

iα  – активность i -го компонента, RΓ  – универсальная газовая постоянная. При-

менив аналогичную формулу для химических потенциалов фазы Ф, находящихся 

при “стандартном” давлении PΨ
F

, из (3.7.21) получим 

0 2
ln , 1,...,i

i i i

v
R T a i n

R

γµ µΦ Φ Φ
Γ= + + =

ɶ
ɶ ɶ . (3.7.23) 

Подставив выражения (3.7.22), (3.7.23) в условия равновесия (3.7.20), получим 

0 0 2
ln ln i

i i i i

v
R T a R T a

R

γµ µΨ Ψ Φ Φ
Γ Γ+ = + +

ɶ
ɶ ɶ  

или 

0 0 2
ln 0, 1,..., .i i

j i
i

a v
R T i n

a R

γµ µ
Ψ

Ψ Φ
Γ Φ + − − = =

ɶ
ɶ ɶ  (3.7.24) 

При R → ∞  поверхность раздела фаз становится плоской и (3.7.24) характеризует 

обычное равновесие фаз. Активности компонентов при этом становятся обычны-

ми равновесными активностями макротел и выражения под логарифмами – коэф-

фициентами распределения компонентов между фазами. Поэтому, переходя в 

(3.7.24) к пределам при R → ∞ , получим 

0 0 ln , 1,...,i i iR T K i nµ µΨ Φ
Γ− = − =ɶ ɶ  (3.7.25) 

где iK  – коэффициент распределения i -го компонента между фазами  при давле-

нии PΨ
F

. 

Подставляя выражение (3.7.25) в (3.7.24), найдём  

2
ln 0, 1,...,i i

i i

a v
R T i n

a K R

γΨ

Γ Φ − = =
ɶ

 (3.7.26) 

Введём следующие обозначения. Назовем величину 

0 , 1,...,i
i

i

a
i n

K
ε

Ψ

= =  (3.7.27) 

– абсолютным пересыщением фазы Ψ  у поверхности раздела фаз по отношению 

к i -му компоненту фазы Φ . Тогда уравнение (3.7.26) можно представить в виде 
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0 2
exp 0, 1,...,i

i i

v
a i n

R R T

γε Φ

Γ

 
− = = 

 

ɶ
. (3.7.28) 

 

3.7.3. Допущение о постоянстве плотности фазы Ψ   

Считаем, как это обычно бывает в сталеплавильных расплавах, что фаза Ψ  

представляет собой раствор элементов 1 1,... m−E E  в элементе mE  и концентрации 

растворенных элементов 1 1,... m−E E  значительно ниже, чем концентрация раствори-

теля mE . 

Отсюда следует, что плотность ρ Ψ  фазы Ψ  близка к плотности mρ Ψ . Пренеб-

регая зависимостью этих величин от температуры и давления, примем, что 

const.ρΨ =  (3.7.29) 

При этом из (3.6.8), (3.1.4), (П1.6) следует 

0,r w
r r

ρ2 Ψ
2

1 ∂
  = ∂

  

откуда 

,r w B2 =  (3.7.30) 

где B  – постоянная интегрирования, не зависящая от r , но, возможно, зависящая 

от времени t . Выразим B  через wΨ
F

– скорость фазы Ψ  у поверхности раздела: 

( )( ), .w w t R tΨ Ψ≡
F F

 Записывая (3.7.30) при ( )r R t= , получим ( )( )2
B R t wΨ=

F
. Тогда 

из (3.7.30) следует 

2R
w w

r
Ψ

2=
F . (3.7.31) 
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3.7.4. Допущения о коэффициенте поверхностного натяжения  

и давлении в фазах  

1. Коэффициент поверхностного (межфазного) натяжения γ  может, в общем 

случае, зависеть от температуры, давления и состава окружающих фаз. Ввиду 

крайне неточного определения подобных величин для сталеплавильных процес-

сов пренебрежем зависимостью γ  от температуры (в рассматриваемом интервале 

температур) и давления. Итак, принимаем 

( )1 1 1 1,..., , ,..., .n mc c c cγ γ Φ Φ Ψ Ψ
− −=  (3.7.32) 

2. Так как фазы Φ и Ψ  – конденсированные, то процессы выравнивания дав-

ления в них происходят значительно быстрее процессов распространения тепла и 

диффузии. Поэтому, пренебрегая частью гидростатического давления фаз, свя-

занной с их весом, будем считать, что давление во всех точках каждой фазы оди-

наково: 

0
P

r

∂ =
∂

. (3.7.33) 

В этом случае давление фазы Ψ  равно постоянному внешнему давлению PΕ : 

constP PΨ Ε == , (3.7.34)  

а давление в фазе Φ : Ф ФP P=
F

 в силу (6.16) определяется выражением 

ФP P
R

γΨ 2+= . (3.7.35) 

 

3.7.5. Допущения о постоянстве некоторых величин  

Следующие допущения примем, исходя из того, что многие входящие в систе-

му (6.1–6.17) величины для металлургических процессов известны с крайне не-

удовлетворительной точностью. Для таких величин нецелесообразно каким-то 

искусственным образом строить или определять их зависимости от параметров 

состояния. Рациональнее и логичнее считать такие величины постоянными. Мы 
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уже приняли в п. 7.1 Ф,λ λΨ , ( ) ( )1,... , 1,...,i iD i n D i mΦ Ψ= =  постоянными величина-

ми. 

1. Будем считать постоянными парциальные объемы компонентов фаз: 

( ). , ; 1,..., ; 1,...,iv const при i n при i mϒ = ϒ = Φ Ψ ϒ = Φ = ϒ = Ψ = . (3.7.36) 

Так как в соответствии с соотношением (П11), записанным для объёма V , и (1.14) 

удельный объем связан с парциальными объемами соотношением 

( )
1

1

k k

i i i k i k
i i

v v c v v c v
−

=1 =
= = − +∑ ∑  

и /v ρ1= , то плотность фазы Ф определяется соотношением 

( )
1

1

1
n

i n i n
i

v v c v
ρ Φ

−

=

=
− +∑

. (3.7.37) 

Аналогичное соотношение для ρΨ  нам не понадобится, так как в п.7.3 мы приня-

ли constρΨ = . 

Так как ,i
Pi

Pi

v

v T
α 1 ∂ =  ∂ 

 то при принятых допущениях (3.7.36) парциальные ко-

эффициенты расширяемости равны нулю, 

( ) ( )0 1,..., ; 0 1,...,Pi Pji n j mα αΦ Ψ= = = = . (3.7.38) 

Так как в соответствии с П2.3 объем каждой фазы ( )Ф,ϒ ϒ = Ψ  равен 

k

i i
i

V m vϒ ϒ ϒ

=1

=∑ , 

то при допущениях (3.7.36) V ϒ  не зависит от температуры. Так как ,P
P

V

V T
α 1 ∂ =  ∂ 

 

то 

Ф 0, 0P Pα α Ψ= = . (3.7.39) 

2. Аналогично примем, что парциальные энтальпии ( , ; 1,...,,i i nhϒ ϒ = Φ Ψ =  

1,..., )при и i m приϒ = Φ = ϒ = Ψ , не зависят от состава соответствующей фазы. То-

гда  
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( )0 , ; 1,..., ; 1,...,ijh при i n при i mϒ = ϒ = Φ Ψ ϒ = Φ = ϒ = Ψ = . (3.7.40) 

Как показали предварительные расчеты, при постоянной температуре тепло-

вые процессы играют небольшую роль в росте наночастиц. Поэтому для упроще-

ния примем, что парциальные теплоемкости не только являются постоянными ве-

личинами, но и равны друг другу для каждой фазы:  

1 2 1 2... ; ...P P Pn P P Pmc c c c c cΦ Φ Φ Ψ Ψ Ψ= = = = = = . 

Тогда удельная теплоемкость фазы ( )Ф,ϒ ϒ = Ψ  равна 

1 1 1

k k k

P Pi i P i P P
i i i

ic c c c c c ccϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

=1 =1 =1

ϒ= = = =∑ ∑ ∑ . 

Таким образом, принимаем, что 

1 2 ...P P Pn Pc c c cΦ Φ Φ Φ= = = = ; (3.7.41) 

1 2 ...P P Pm Pc c c cΨ Ψ Ψ Ψ= = = = . (3.7.42) 

Заметим, что при принятых допущениях теплоемкости не зависят от давления 

и для численных расчетов в (3.7.41), (3.7.42) можно использовать данные, отно-

сящиеся к нормальному давлению. 

С учетом допущений, принятых в п.п.3.7.3–3.7.5, из уравнения (3.7.8) получим 

Ф Ф Ф Ф Ф

P P

T T T
c c w r

t r r r r
ρ ρ λ 2

2

∂ ∂ 1 ∂ ∂ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
= −  (3.7.43) 

и из уравнения (3.7.10) – 

P P

T T T
c c w r

t r r r r
ρ ρ λΨ Ψ Ψ Ψ Ψ 2

2

∂ ∂ 1 ∂ ∂ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
= − . (3.7.44) 

 

3.7.6. Допущения о плотности фазы Ф  

Для дальнейшего упрощения математического описания термодинамической 

системы будем считать, что Фρ  изменяется настолько медленно, что ее частная 

производная по времени близка к нулю. Принимаем 

Ф

0
t

ρ∂ =
∂

. (3.7.45) 
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Если в начальные моменты времени, когда термодинамическая система, воз-

можно, далека от равновесия, допущение (3.7.45) и вытекающие из него уравне-

ния будут давать большую погрешность, то спустя некоторое время (период не-

стационарности) эти уравнения будут довольно точно описывать реальные про-

цессы, протекающие в фазе. Ориентировочные расчеты показали, что для частиц, 

имеющих наноразмеры, период нестационарности составляет менее .c−81⋅10  

Из (3.7.45) и (3.6.3) следует, что 0 0divJ Φ =  или, с учетом (3.1.4), (П1.6), 

2 0r w
r

ρΦ∂
  = ∂

, 

откуда 

Фr w Bρ2 = , 

где B – постоянная интегрированная, не зависящая от r , но, возможно, зависящая 

от t . Записывая последнее равенство при 0r = , получим 0B = , откуда 

0, 0 ( )w r R t= ≤ ≤ . (3.7.46) 

1. С учетом (3.7.46), уравнение (3.7.43) может быть записано в виде 

Ф

Ф Ф

P

T T
r

t c r r r

λ
ρ

2
2

∂ 1 ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

= , (3.7.47) 

а (3.7.9) – в виде 

2
2

1
, 1,..., 1i i

i

c c
D r i n

t r r r
ρ ρ

Φ Φ
Φ Φ Φ ∂ ∂ ∂= = − ∂ ∂ ∂ 

. (3.7.48) 

Считая, что зависимость Фρ  от r  значительно слабее, чем для ic
r

r

Φ
2 ∂

∂
, выне-

сем Фρ  из-под знака производной (как постоянный множитель) и после сокраще-

ний получим 

2
2

1
, 1,..., 1i i

i

c c
D r i n

t r r r

Φ Φ
Φ  ∂ ∂ ∂= = − ∂ ∂ ∂ 

. (3.7.49) 

Переход от (3.7.48) к (3.7.49) можно обосновать и следующим образом. Мы 

заменили уравнение (3.7.48), выражающее закон распределения компонента iE , 
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сходным по своему значению обычно используемым уравнением диффузии 

(3.7.49). 

2. Уравнение (3.6.14) с учетом (3.1.4), (3.7.46) можно записать в виде  

1

n

i i
i

dR
M I

dt
ρ Φ

=

=∑F
 (3.7.50) 

Складывая это равенство с (3.6.15), с учетом (3.1.4) получим 

1
dR

w
dt

ρ
ρ

Φ
Ψ

Ψ

 
= − 
 

F

F

F

. (3.7.51) 

где ρ Φ
F

 и ρ Ψ
F

 – плотности соответствующих фаз у поверхности их раздела. Под-

ставив это выражение в (3.7.31), получим 

2

1
R

w
r

dR
dt

ρ
ρ

Φ

Ψ 2

 
= − 
 

F

F

. (3.7.52) 

С учетом (3.7.52) и (3.7.29) уравнения (3.7.44) и (3.7.11) могут быть представ-

лены в виде 

2

2
1

P

T T R T
r

t c r r r r r

dR
dt

λ ρ
ρ ρ

Ψ Φ
2

Ψ Ψ 2 Ψ

 ∂ 1 ∂ ∂ ∂  + −  ∂ ∂ ∂ ∂   
= F

F

, (3.7.53) 

2
2

2 2

1
1 , 1,..., 1i i i

i

c c R c
D r i m

t r r r r r

dR
dt

ρ
ρ

Ψ Ψ Φ Ψ
Ψ

Ψ

  ∂ ∂ ∂ ∂= + − = −  ∂ ∂ ∂ ∂   

F

F

. (3.7.54) 

 

3.7.7. Допущения о характере некоторых зависимостей  

Конкретизируем ряд зависимостей, входящих в уравнения термодинамической 

системы.  

1. В силу постоянства PΨ  считаем, что коэффициенты распределения реакций 

(1.1) зависят только от температуры. Принимаем 

ln , 1,...,i
i i

E
K B i n

T
= + = , (3.7.55) 

где ,i iE B – некоторые постоянные величины. 



 79

2. Определим мольные энтальпии , 1,...,iH i n∆ = , входящие в (3.7.12). В опре-

деляющих их выражениях (3.3.3) парциальные энтальпии ihΦ  относятся к давле-

нию ФP , а ihΨ  – к давлению PΨ . Пусть 0
ih  – парциальная энтальпия i -го вещест-

ва, относящаяся к некоторому стандартному состоянию при давлении PΨ  и тем-

пературе *T , относительно которой удобно вычислять подобные величины: 

0 ( , )i ih h T P∗ Ψ≡ . (3.7.56) 

Так как компоненты 1,..., nE E  находятся при стандартном давлении P Ψ , то в соот-

ветствии с (П3.29) 

0
T

j j Pj

T

h h dTc
∗

Ψ Ψ Ψ− = ∫  

или, считая PjcΨ  постоянными – 

( )0 * , 1,...,j j Pjh h c T T j mΨ Ψ Ψ= + − = . (3.7.57) 

Для компонентов iE , находящихся при давлении ФP , в соответствии с (П3.29), 

(П3.31) 

( )0
P T

i i i Pi Pi

P T

h h v T dP c dTα
Φ

Ψ ∗

Φ Φ Φ Φ Φ− = 1− +∫ ∫   

или, с учетом (3.7.38), (3.7.36), (3.7.35), 

( )0 * , 1,...,i
i i Pi

v
h h c T T i n

R

γ Φ
Φ Φ Φ

= +
2− + = . (3.7.58) 

Подставляя полученные выражения в (3.3.3), получим 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

0 * 0 *

0 0 * , 1,...,

i
i i i i i Pi i Pi

i
i i i i Pi Pi i

v
H M h h M h c T T h c T T

R

v
M h h M c c T T M i n

R

γ

γ

Φ
Φ Ψ Φ Φ Ψ Ψ

+

Φ
Φ Ψ Φ Ψ

−

 2= − = − + − − − = 
 

2= + − − + =

∆ i

. 

Вводя обозначения 

( )0 0 0 , 1,...,i i i iH M h h i nΦ Ψ
−= =∆ , (3.7.59) 

( ), 1,...,Pi i Pi PiM c c i nc Φ Ψ= − =∆ ɶ , (3.7.60) 
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и учтя,  

i i iM v vΦ Φ= ɶ , 

где ivΦɶ  – мольный парциальный объем i -го компонента фазы Φ , получим 

( )0 * , 1,...,i
i Pii

v
H H c T T i n

R

γ Φ2= ∆ + ∆ − + =∆ ɶ
. (3.7.61) 

Заметим, что в целях улучшения адекватности математического описания при 

расчете Pic∆ ɶ  по формулам (3.7.60) лучше не применять соотношения (3.7.41), 

(3.7.42), а воспользоваться соответствующими справочными данными. В рамках 

создаваемой математической модели логических противоречий при этом не воз-

никает, так как соотношения (3.7.41), (3.7.42) относятся к фазам Φ и Ψ , а уравне-

ние (3.7.12), для которого определяются Pic∆ ɶ , относятся к иному объекту – по-

верхности раздела фаз. 

 

3.7.8. Подбор коэффициента распределения на поверхности раздела фаз 

Для подбора коэффициента распределения химических компонентов на по-

верхности раздела фаз (уравнение 3.7.55) будем исходить из имеющихся экспери-

ментальных результатов. Коэффициент распределения характеризует соотноше-

ние активностей компонентов системы в состоянии термодинамического равнове-

сия. Для сплава 5БДСР при температуре ниже 1000 °С в условиях равновесия ха-

рактерна кристаллическая структура определенного фазового состава. Поэтому 

распределение по фазам компонентов в кристаллической структуре значительно 

ближе к равновесию, чем в аморфном состоянии.  

При кристаллизации аморфной ленты сплава 5БДСР выше 500 °С первыми 

образуются кристаллы α-Fe(Si), которые в процессе роста потребляют из аморф-

ной матрицы Fe и Si. При этом по объему они могут достигать свыше 50 % от об-

щего объема исходной ленты. Лишь при повышении температуры выше 600 °С 

начинается выпадение из оставшейся аморфной матрицы других кристаллических 

фаз. Можно предположить, что и в полностью закристаллизовавшемся образце 

фаза α-Fe(Si) не претерпит значительных изменений химического состава. Поэто-
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му для кристаллического образца, зная концентрацию одного и того же компо-

нента в кристалле α-Fe(Si) и соседней фазе, можно приближенно принять отно-

шение его концентраций за коэффициент распределения. 

Исходя из результатов, полученных при помощи сканирующего электронно-

го микроскопа JSM-6460LV (глава 2), для компонентов Fe и Si примем следую-

щие коэффициенты распределения: 

0,11
0,733;

0,15SiK = =  
0,5

0,588.
0,85FeK = =  

 

3.7.8. Обсуждение результатов  

Таким образом, вместо уравнений (3.6.1–3.6.17) после упрощений мы получи-

ли новую математическую модель. При этом локальное уравнение (3.6.1) баланса 

внутренней энергии фазы Ф преобразовалось в уравнение теплопроводности 

(3.7.47), локальные уравнения (3.6.2) балансов независимых компонентов фазы Φ

– в уравнения диффузии этих компонентов (3.7.49). Остальные уравнения (3.6.3–

3.6.5) фазы Ф были использованы при выводе соответствующих уравнений и те-

перь становятся излишними. 

Из локального уравнения (3.6.6) баланса внутренней энергии фазы Ψ  получе-

но уравнение теплопроводности (3.7.53), из локальных уравнений (3.6.7) балансов 

независимых компонентов фазы Ψ– уравнения диффузии этих компонентов 

(3.7.54). Уравнение (3.6.8) неразрывности фазы Ψ , уравнение движения (3.6.9) и 

феноменологические уравнения (3.6.10) при новом описании термодинамической 

системы становятся излишними. 

Основные уравнения поверхности раздела фаз преобразовались следующим 

образом. Из уравнения переноса внутренней энергии (3.6.11) получено уравнение 

теплопередачи (3.7.12), уравнения массопереноса независимых компонентов фаз 

(3.6.12), (3.6.13) преобразовались в уравнения (3.7.14), (3.7.15), уравнение (3.6.14) 

– в уравнение роста частицы фазы Ф (3.7.50), феноменологические уравнения 
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(3.6.17) – в уравнения (3.7.28). Уравнения (3.6.15), (3.6.16) использовались при 

выводе новых уравнений и теперь становятся излишними. 

Для практического использования полученная система уравнений должна быть 

дополнена краевыми условиями и зависимостями входящих в уравнения величин 

от параметров состояния. 

 

3.8. Заключение 

После проведения упрощений мы получаем систему уравнений, пригодную 

для решений численными методами. В зависимости от поставленной исследова-

телем задачи можно создавать различные модели роста наночастицы.  

При моделировании роста кристалла α-Fe(Si) в амофном сплаве 5БДСР инте-

ресна роль компонентов раствора, не участвующих в «строительстве» частицы, 

поскольку в процессе роста частицы концентрация компонетов, участвующих в 

росте, вблизи границы уменьшается, повышая долю «инертных» компонентов. 

Эти компоненты могут экранировать подвод компонентов, участвующих в росте, 

что может замедлить рост частицы. Расчет позволит получить более точную и де-

тальную информацию. 

Созданная математическая модель является весьма общей, учитывающей 

большое количество различных факторов. При этом одной из главных трудностей 

является то, что это задача с движущейся границей. Ввиду этого в дальнейшем 

проводится специальное преобразование координат по методу выпрямления 

фронтов [57]. Полученные в матиматической модели сиситемы уравнений явля-

ются достаточно сложными, поэтому могут быть решены лишь численными ме-

тодами. В работе использовались неявные разностные схемы с вложенными ите-

рационными циклами. Для полученной разностной модели составлялась компью-

терная программа (на языке C++). 
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3.8.1. Полная система уравнений 

1. Основные уравнения фазы Φ :   

1) уравнение теплопроводности –  

Ф

Ф Ф

P

T T
r

t c r r r

λ
ρ

2
2

∂ 1 ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

= ; (3.8.1) 

2) уравнения диффузии компонентов фазы Φ  – 

2
2

1
, 1,..., 1i i

i

c c
D r i n

t r r r

Φ Φ
Φ  ∂ ∂ ∂= = − ∂ ∂ ∂ 

. (3.8.2) 

2. Основные уравнения фазы Ψ : 

1) уравнение теплопроводности – 

2

2
1

P

T T R T
r

t c r r r r r

dR
dt

λ ρ
ρ ρ

Ψ Φ
2

Ψ Ψ 2 Ψ

 ∂ 1 ∂ ∂ ∂  + −  ∂ ∂ ∂ ∂   
= F

F

; (3.8.3) 

2) уравнения диффузии компонентов фазы Ψ  – 

2
2

2 2

1
1 , 1,..., 1i i i

i

c c R c
D r i m

t r r r r r

dR
dt

ρ
ρ

Ψ Ψ Φ Ψ
Ψ

Ψ

  ∂ ∂ ∂ ∂= + − = −  ∂ ∂ ∂ ∂   

F

F

. (3.8.4) 

3. Основные уравнения поверхности раздела фаз: 

1) уравнение теплопередачи – 

( ) ( ), 0 , 0 0
n

i i
i

T t R t T t R t I H
r r

λ λΦ Ψ

=1

∂ ∂− − + + ∆ =      ∂ ∂ ∑ ; (3.8.5) 

2) уравнения массопереноса компонентов фаз – 

( ) ( )( )
1

, 0 , 0, 1,..., 1
n

i i i k k i i
k

D c t R t c t R t M I M I i n
r

ρ Φ Φ Φ Φ

=

∂ − + − = = −  ∂ ∑  (3.8.6) 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
1

1

, 0 , 0, 1,...,

, 0 , 0, 1,...,

n

i i i k k i i
k

n

i i i k k
k

D c t R t c t R t M I M I i n
r

D c t R t c t R t M I i n m
r

ρ

ρ

Ψ Ψ Ψ Ψ

=

Ψ Ψ Ψ Ψ

=

∂ + + − = =   ∂

 ∂ + + = = +   ∂

∑

∑
 (3.8.7) 

3)уравнения распределения –  

( ) 2
exp 0, 1,...,i

j i i

v
a a K T i n

R R T

γΨ Φ

Γ

 
− = = 

 

ɶ
 (3.8.8) 
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4) уравнение роста частицы –  

1

1 n

i i
i

dR
M I

dt ρΦ
=

= ∑
F

 (3.8.9)
 

4. Граничные условия: 

4.1. Граничные условия на левой границе ( 0r = ): 

1) ( ,0) 0
T

t
r

∂ =
∂

; (3.8.10) 

2) ( ,0) 0, 1,..., 1ic
t i n

r

Φ∂ = = −
∂

; (3.8.11) 

4.2. Граничные условия на правой границе  

3) 0( , )T t T+∞ = ; (3.8.12) 

4) 0( , ) 1,...,i ic t c i mΨ Ψ+∞ = = . (3.8.13) 

где 0 0, iT cΨ  – исходные температура и конценрация i-го компонента в растворе. 

5. Начальные условия: 

1) 0(0)R R= ; (3.8.14) 

2) 0(0, ) ( ), 1,..., 1, 0TT r r i n r Rβ= = − ≤ ≤ ; (3.8.15) 

3) 0(0, ) ( ), 1,..., 1, 0i ic r r i n r RβΦ Φ= = − ≤ ≤ ; (3.8.16) 

4) 0(0, ) ( ), 1,..., 1,i ic r r i m r RβΨ Ψ= = − ≥ . (3.8.17) 

Здесь 0R  – исходное значение R , , ( )T i rβ β ϒ  – функции, характеризующие на-

чальное распределение соответствующих величин. 

 

6. Дополнительные термодинамические соотношения: 

1) 
( )

1

1

1
n

i n i n
i

v v c v
ρ Φ

−

=

=
− +∑

; (3.8.18) 

2) ( )1 1 1 1, ,..., , ,...,n mT c c c cγ γ Φ Φ Ψ Ψ
− −=  (3.8.19) 

3) 1( ,..., ) 1,...,i i i nc c i nα αΦ Φ Φ Φ
−= = ; (3.8.20) 
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4) 1( ,..., ) 1,...,i i i mc c i mα αΨ Ψ Ψ Ψ
−= = ; (3.8.21) 

5) ( ) exp , 1,...,i
i i

E
K T B i n

T
 = + = 
 

; (3.8.22) 

6) ( )0 * , 1,...,i
i Pii

v
H H c T T i n

R

γ Φ2= ∆ + ∆ − + =∆ ɶ
ɶ , (3.8.23) 

( )0 0 0 , 1,...,i i i iH M h h i nΦ Ψ
−= =∆ , (3.8.24) 

( ), 1,...,Pi i Pi PiM c c i nc Φ Ψ= − =∆ ɶ , (3.8.25) 

7) ( )1 1, ,..., , 1,...,i i nD D T c c i nΦ Φ Φ
−= = , (3.8.26) 

 ( )1 1, ,..., , 1,...,i i mD D T c c i mΨ Ψ Ψ
−= = . (3.8.27) 

Под правыми частями соотношений (3.8.19–3.8.21), (3.8.24–3.8.27) подразуме-

ваются соответствующие формулы. 

 

 



86 
 

ГЛАВА 4 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РОСТА 

НАНОЧАСТИЦЫ НОВОЙ ФАЗЫ 

В данном разделе мы проведем следующие построения: 

1) перейдем от задачи с движущейся границей к задаче с фиксированным по-

ложением границы; 

2) перейдем от непрерывной задаче к конечно-разностной [54, 58]; 

3) опишем алгоритм решения конечно-разносных уравнений модели; 

4) опишем компьютерную программу расчета по этому алгоритму; 

5) проведем расчет параметров роста кристалла при нанокристаллизации 

аморфного сплава, сопоставим расчетные данные с экспериментальными. 

4.1. Преобразование системы уравнений с помощью метода 

выпрямления фронтов 

Граница раздела фаз Ф и Ψ является движущейся. Поэтому будем строить 

разностную схему математической модели методом выпрямления фронтов. Для 

этого произведем замену переменной r  на новую независимую переменную 

( )/x r R t=  (4.1.1) 

В результате подвижная граница ( )r R t=  областей действия уравнений мате-

матической модели заменится неподвижной границей 1x = . 

Для произвольной функции ( ) ( )( ), , ,y t r y t x t r= частные производные по ста-

рым переменным ( ),t r  выражаются через производные по новой совокупности 

аргументов ( ),t x  по формулам 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,1
, ,

y t r y t x y t r y t x y t x R
x

r x R t t x R

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′
= = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.1.2) 

где 

.R dR dt′ =  (4.1.3) 

В уравнения математической модели входят выражения типа 2 y
r

r r

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

. 
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Используя (4.1.2), получим 

2 2 .
y y

r x
r r x x

∂ ∂ ∂ ∂   =   ∂ ∂ ∂ ∂   
 (4.1.4) 

Перейдя к переменным ( ),t x  в уравнениях (3.8.1–3.8.7, 3.8.10–3.8.13, 8.13–8.15), с 

учетом (4.1.1– 4.1.4) получим 

 

1. Основные уравнения фазы Ф: 

 1) уравнения теплопроводности – 

2
2 2

1
, 0 1,

Ф Ф

Р

T T T R
x x x

t с R x x x x R

λ
ρ

Φ ′∂ ∂ ∂ ∂ = + < < ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (4.1.5) 

 2) уравнения диффузии компонентов фазы Ф – 

 

2
2 2

1
, 0 1,, 1,..., 1

Ф Ф Ф
Фi i i
i

c c c R
D x x x i n

t R x x x x R

′ ∂ ∂ ∂ ∂= + < < = − ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (4.1.6) 

2. Основные уравнения фазы Ψ : 

 1) уравнения теплопроводности – 

  2 3
2 2 2

1 1
1 , 1,

Р

T T R T
x x x

t с R x x x x R x

Ψ

Ψ Ψ
λ ρ

ρ ρ

Φ

Ψ

  ′∂ ∂ ∂ ∂ = + + − >  ∂ ∂ ∂ ∂   

F

F

 

 (4.1.7) 

 2) уравнения диффузии компонента фазы Ψ  – 

2 3
2 2 2

1 1
1 , 1,, 1,..., 1,i i i

i

c c R c
D x x x i m

t R x x x x R x

Ψ Ψ Ψ
Ψ ρ

ρ

Φ

Ψ

  ′ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − > = −  ∂ ∂ ∂ ∂   

F

F

 (4.1.8) 

3. Основные уравнения поверхности раздела фаз: 

 1) уравнение теплопередачи – 

     [ ] [ ]
1

,1 0 ,1 0 0,
Ф n

i i
i

T t T t I H
R x R x

Ψλ λ
=

∂ ∂− − + + ∆ =
∂ ∂ ∑  (4.1.9) 

 2) уравнения массопереноса компонентов фаз – 

 
[ ] ( )

1

,1 0
,1 0, 1,..., 1,

ФФ Ф n
Фii
i k k i i

k

c tD
c t M I M I i n

R x

ρ
=

∂ −
+ − = = −

∂ ∑            (4.1.10) 
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[ ] ( )

[ ] ( )

1

1

,1 0
,1 0, 1,..., ,

,1 0
,1 0, 1,..., 1,..., 1,

n
ii

i k k i i
k

n
ii

i k k
k

c tD
c t M I M I i n

R x

c tD
c t M I i m m

R x

ΨΨ Ψ

ΨΨ Ψ

ρ

ρ

Ψ

=

Ψ

=

 ∂ +
+ − = = ∂

 ∂ +
+ = = + −

∂

∑

∑
           (4.1.11) 

3) уравнения распределения компонентов между фазами –  

( ) 2
exp 0, 1,...,i

i i i

v
a a K T i n

R R T

γΨ Φ

Γ

 
− = = 

 

ɶ
 (4.1.12) 

 4) уравнение роста частицы – 

1

1 n

i i
i

dR
M I

dt ρΦ
=

= ∑
F

 (4.1.13) 

4. Граничные условия: 

 1) ( ),0 0;
dT

t
dx

=                    (4.1.14) 

 2) ( ),0 0, 1,..., 1;
Ф

ic
t i n

x

∂ = = −
∂

                 (4.1.15) 

 3) ( ) 0, ;T t T∞ =                    (4.1.16) 

 4) ( ), , 1,..., 1.i ic t c i mΨ 0Ψ∞ = = −                 (4.1.17) 

Здесь 0T , ic0Ψ  – значения соответствующих величин на бесконечном удалении от 

частицы. 

5. Начальные условия: 

 1) ( ) 00 ;R R=                    (4.1.18) 

 2) ( ) ( )00, , 0;TT x xR xβ= ≥                  (4.1.19) 

 3) ( ) ( )00, , 1,..., 1, 0 1;Ф Ф

i ic x xR i n xβ= = − ≤ ≤               (4.1.20)

 4) ( ) ( )00, , 1,..., 1, 1.i ic x xR i m xΨ Ψβ= = − >               (4.1.21) 

6. Дополнительные термодинамические соотношения: 

1) 

( )
1

1

1
;Ф

n

i n i n
i

c
ρ

ν ν ν
−

=

=
− +∑

 (4.1.22) 
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2) ( )1 1 1 1, ,..., , ,...,n mT c c c cγ γ Φ Φ Ψ Ψ
− −=  (4.1.23) 

3) ( )1 1,..., 1,..., ;Ф Ф Ф Ф

i i nc c i nα α −= =   (4.1.24) 

 ( )1 1,..., 1,..., ;i i mc c i mΨ Ψ Ψ Ψα α −= =  (4.1.25) 

4) ( ) exp , 1,..., ;i
i i

E
K T B i n

T
 = + = 
 

 (4.1.26) 

5) ( )0 * , 1,...,i
i Pii

v
H H c T T i n

R

γ Φ2= ∆ + ∆ − + =∆ ɶ
ɶ , (4.1.27) 

( )0 0 0 , 1,...,i i i iH M h h i nΦ Ψ
−= =∆ , (4.1.28) 

( ), 1,...,Pi i Pi PiM c c i nc Φ Ψ= − =∆ ɶ , (4.1.29) 

5) ( )1 1, ,..., , 1,...,i i nD D T c c i nΦ Φ Φ
−= = , (4.1.30) 

 ( )1 1, ,..., , 1,...,i i mD D T c c i mΨ Ψ Ψ
−= = . (4.1.31) 

 

4.2. Вывод разностных уравнений 

Перейдем от дифференциальных уравнений к разностным. Зададимся неко-

торым натуральным числом  Фn  и разобьем отрезок  0 1x≤ ≤  на Фn  равных час-

тей точками 0 10, ,..., 1Ф

Ф Ф Ф

n
x x x= =  с длиной каждого отрезка 

1 .Фl n=   (4.2.1) 

Таким образом, 

, 0,..., .Ф

jx jl j n= =  (4.2.2) 

На интервале 1 x≤ < ∞  возьмем nΨ  точек 0 ,...,
n

x x Ψ
Ψ Ψ  с переменным шагом 

1,j j jl x xΨ Ψ
−= −  

таким, что 

1 1; , 2,..., ,j jl l l l j nΨχ−= = =   (4.2.3) 
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где χ  – некоторое число большее единицы, выбранное таким, чтобы точка 
n

x Ψ  

отстояла от 1x =  настолько далеко, что могла бы аппроксимировать бесконечно 

удаленную точку. 

Ось времени 0t ≥  разобьем на отрезки точками 0 1 20, , ,...t t t=  с шагом τ , ко-

торый может быть переменным. 

Образованная сетка состоит из узлов ( ), , 1,2,..., ; 0,1,2,...Ф

j kx t j n kΦ= =  и 

( ), , 1,2,..., ; 0,1,2,...j kx t j n kΨ Ψ= =  

Решать разностную задачу будем с помощью неявной четырёхточечной схе-

мы. Процесс решения состоит в переходе от 1k −  –го временного слоя (соответст-

вующего 1kt t −= ), на котором все функции уже определены, к новому k  –ому вре-

менному слою. На каждом этапе перехода будем обозначать функцию ( ),y t x  в 

узле ( )1,j kx t −  символом jy
⌣ , а в узле ( ),j kx t  – символом jy , не выписывая явно 

временной индекс. 

Аппроксимируем частные производные следующими соотношениями  

( ), ,j j
k j

y yy
t x

t τ
−∂ ∼

∂

⌣

 (4.2.4) 

( ) 1 1, ,
2

j j
k j

y yy
t x

x l
+ −−∂ ∼

∂
 (4.2.5) 

( ) 1 12 2 2
1 2 1 22 2

1

1 1
, ,j j j j

j k j j j
j j j j j

y y y yy
x t x x x

x x x x l l l
+ −

+ −
+

 − −∂ ∂  ∼ −    ∂ ∂   
 (4.2.6) 

где 

1 1 1
1 2 1 2, , .

2 2 2
j j j j j j

j j j

l l x x x x
l x x+ − +

− +

+ + +
= = =  (4.2.7) 

Используя (4.2.4–4.2.7) и учитывая, что для 0 1x≤ ≤  

1 ,j j jl l l l+= = =  

аппроксимируем уравнение (4.1.5):  
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1 1 1 12 2
1 2 1 22 2

1
,

2

Ф
j j j j j j j j

j j jФ

Р j

T T T T T T T T R
x x x

с R x l l l l R

λ
τ ρ

+ − + −
+ −Φ

− − − − ′ 
= − + 

 

⌣

 

или 

2
2 3 2 2 2 2

1 2 1 1 2 1 2

2
2 3 2 2

1 2 1

2

, 1,2,... 1.
2

Ф Ф

Р Р
j j j j j j jФ Ф

Ф Ф

Р Р
j j j j jФ Ф

с l с l
x RR x T x x R x T

с l с l
x RR x T R x T j n

ρ ρ
λ λ τ

ρ ρ
λ λ τ

Φ Φ

− − − +

Φ Φ
Φ

+ +

   ′− − + + +   
   

 ′+ + = − = − 
 

⌣
  (4.2.8) 

Аналогично, дифференциальные уравнения (4.1.6) аппроксимируются разност-

ными уравнениями 

2
2 3 2 2 2 2

1 2 , 1 1 2 1 2 ,

2
2 3 2 2

1 2 , 1 ,

2

, 1,2,.. , 1,2,... 1.
2

Ф Ф

j j i j j j j i jФ Ф

i i

Ф Ф

j j i j j i jФ Ф

i i

l l
x RR x c x x R x c

D D

l l
x RR x c R x c i n j n

D D

τ

τ

− − − +

Φ
+ +

   ′− − + + +   
   

 ′+ + = − = = − 
 

⌣

 (4.2.9) 

Уравнения (4.1.7, 4.1.8) имеют один и тот же вид 

2 3
2 2 2

1 1
1 ,

y y R y
x x

t R x x x x R x
Ψ ρ

ρ

Φ

Ψ

  ′∂ ∂ ∂ ∂ = + + −  ∂ ∂ ∂ ∂   

F

F

B   (4.2.10) 

где для (4.1.7) y T= , 
Р
сΨ Ψ Ψ Ψλ ρ=B , а для (4.1.8) iy cΨ= , iDΨ Ψ=B . Из (4.2.3), 

(4.2.7) следует 

( )1 , 1 2.j j j jl l l lχ χ+ = = +  

С помощью (4.2.4 – 4.2.6) аппроксимируем (4.2.10) конечными разностями: 

( )

( )

1 12 2
1 2 1 22 2

1 13
2

1 2

1

1
1 ,

1

j j j j j j
j j

j j j j

j j
j

j j

y y y y y y
x x

R x l l l

y yR
x

x R l

Ψ

τ χ χ

ρ
ρ χ

+ −
+ −

Φ
+ −

Ψ

 − − −
= − +  +  

−  ′
+ + −  + 

F

F

B

⌣

  (4.2.11) 

или 

( )

( )

2 3 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

2 3 2 2 2
1 2 1

1
1

2 2

1
1 .

2 2

j
j j j j j j j j

i
j j j j j j

R Rl
x x y x x R l x y

R Rl
x x y R l x y

Ψ Ψ

Ψ Ψ

χ χ χρχ χ
ρ τ

χ χχ ρ
ρ τ

Φ

− − − +Ψ

Φ

+ +Ψ

′   + 
− + − − + + +    

   

   +′
+ + + − = −  

  

F

F

F

F

B B

B B

⌣

   (4.2.12) 
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Для односторонних производных в (4.1.9 – 4.1.11) используем аппроксимации 

( ) ( )1 1 0,1 0 , ,1 0 .
Ф Ф

Ф ФФ

n n
k k

y yy y y y
t t

x l x l

Ψ Ψ Ψ
−

−∂ ∂ −− ∼ + ∼
∂ ∂

  (4.2.13) 

Уравнение (4.1.9) можно аппроксимировать разностным уравнением 

( )0 *1 1 0

1

2
0,

Ф Ф

Ф

Ф ФФ Фn
Фn n i

i i Pi n
i

T T T T
I H c T T

R l R l R

Ψλ λ γνΨ Ψ
−

=

−  −− + ∆ + ∆ − + = 
 

∑
ɶ

ɶ  

или, введя обозначения 

0 ,Ф

Ф

n
T T TΨ= =  

( ) ( ) ( )0 *
11

1

2
0.Ф

Фn
Ф Ф i

i i Pin
i

T T T T Rl I H c T T
R

Ψ γνλ λ Ψ
−

=

 
− − − + ∆ + ∆ − + = 

 
∑

ɶ
ɶ  (4.2.14) 

Аналогично записываются разностные аналоги уравнений (4.1.10–4.1.11). 

Аппроксимируем граничные условия (4.1.14, 4.1.15). Уравнения (4.2.7–

4.2.9) аппроксимируют уравнения (4.1.5, 4.1.6) со вторым порядком аппроксима-

ции по l  и первым – по τ . Для того, чтобы получить такие же порядки аппрокси-

мации уравнений (4.1.14, 4.1.15), проведем следующие рассуждения. 

Уравнения (4.1.5-4.1.6)  имеют вид 

( )2
2 2

1
0 1Фy y y R

x x x
t R x x x x R

′∂ ∂ ∂ ∂ = + < < ∂ ∂ ∂ ∂ 
B , (4.2.15) 

где для (4.1.5) , Ф

Ф Ф

Р

y T
с

λ
ρ

Φ

= =B , для (4.1.6) ,Ф Ф Ф

i iy c D= =B . Предварительно 

получим соотношение, соответствующее этому уравнению при 0x → . Поток 

(теплоты или вещества) через поверхность сферы радиуса r  к центру частицы 

равен ( ) 24
y

Q r r
r

π β ∂=
∂

, где для теплоты ,y T β λ= = , для вещества 

,i iy c Dβ= = . Из соображений симметрии при 0r →  поток тоже стремится к 
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нулю, то есть 2

0
lim 4 0
r

y
r

r
π β

→

∂  = ∂ 
 или 2

0
lim 0
r

y
r

r→

∂  = ∂ 
 или, с учетом (4.1.1), 

2

0
lim 0
x

y
x

r→

∂  = ∂ 
. 

Запишем выражение 2
2

1 y
x

x x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

, входящее в (4.2.15), в виде 

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2
2

y y y y y
x x x

x x x x x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
. (4.2.16) 

Заметим, что так как 
( ),0

0
y t

x

∂
=

∂
, то  

( )
( ) ( ) ( )

( )2

20 0 0

, , ,0
0, ,01

lim lim lim
x x x

y t x y t x y t
y t x y tx x x

x x x x x→ → →

∂ ∂ ∂   
− −   ∂ ∂  ∂ ∂ ∂= = =    ∂ ∂        

   

 

и из (4.2.15) следует 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2 20 0 0

2 2 2

2 2 2

, , ,1 2
lim lim lim

,0 ,0 ,0
2 3 .

x x x

y t x y t x y t x
x

x x x x x x

y t y t y t

x x x

→ → →

   ∂ ∂ ∂   ∂ = + =      ∂ ∂ ∂ ∂      

∂ ∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂

 

Теперь уравнение (4.2.15) для 0x = можно записать в виде 

( ) ( ) ( )2
2 20 0 0

, , ,1
lim lim limФ

x x x

y t x y t x y t x R
x x

t R x x x x R→ → →

 ∂ ∂ ∂   ′∂= +     ∂ ∂ ∂ ∂    
B  

или 

( ) ( )2

2 2

,0 ,0
3

Фy t y t

t R x

∂ ∂
=

∂ ∂
B

, 

откуда 

( ) ( )2 2

2

,0 ,0

3 Ф

y t y tR

x t

∂ ∂
=

∂ ∂B
. (4.2.17) 
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Разложим функцию ( ),y t x  по степеням x  в окрестности точки 0x =  в ряд 

Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка, и найдем величину ( ),y t l . 

Получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

3
2

,0 ,0
, ,0

2

y t y tl
y t l y t l o l

x x

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
. 

Отсюда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

, ,0 ,0 ,0

2

y t l y t y t y tl
o l

l x x

− ∂ ∂
= + +

∂ ∂
 (4.2.18) 

Используя (4.2.17), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, ,0 ,0 ,0
Ф

y t l y t y t y tR l
o l

l x t

− ∂ ∂
= + +

∂ ∂6B
. 

Так как 
( ),0

0
y t

x

∂
=

∂
, окончательно получаем, что соотношение 

2
1 0 0 0 0

Ф

y y y yR l

l τ
− −− =

6B

ɶ
 (4.2.19) 

аппроксимирует рассматриваемое граничное условие с точностью ( )20 h τ+ .  

Из последнего соотношения получаем 

2 2 2 2 2 2

0 1 01 1 1
Ф Ф Ф

R l R l R l
y y y

τ τ τ
      

= + + +      
      6B 6B 6B

ɶ . (4.2.20) 

 

Граничные условия (4.1.16, 4.1.17) аппроксимируем соотношениями 

0 0

,
, in i n

T T c cΨ Ψ
Ψ= =  (4.2.21) 

Уравнение (4.1.13) можно записать в виде 

1

1 n

i i
i

R M I
ρΦ

=

′ = ∑
F

.  (4.2.22) 

Аппроксимируя уравнение (4.1.3), определяющее R′ : ( )R R R τ′ = −
⌣

, получим 

.R R Rτ′= +
⌣

 (4.2.23) 
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4.3. Полная система разностных уравнений 

Выпишем полную систему разностных уравнений математической модели, 

последовательно используя (4.2.20, 4.2.8, 4.2.20, 4.2.9, 4.2.12, 4.2.21, 4.2.12, 4.2.21, 

4.2.14, 4.1.10, 4.1.11 (с учетом (4.2.13)), 4.1.12, 4.2.22, 4.2.23, 4.1.18 – 4.1.21, 4.2.1– 

4.2.3, 4.1.22–4.1.31). 

1. Основные уравнения фазы Ф: 

 1) уравнения теплопроводности – 

а) 
2 2 2 2 2 2

0 1 11 1 1 ;
6 6 6

Ф Ф Ф Ф Ф Ф
Ф Ф ФР Р Р

Ф Ф Ф

с R l с R l с R l
T T T

ρ ρ ρ
λ τ λ τ λ τ

      
= + + +      

      

⌣
  (4.3.1) 

б) 
2

2 3 2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 22

Ф Ф

Р Р
j j j j j j jФ Ф

с l с l
x RR x T x x R x T

ρ ρ
λ λ τ

Φ Φ

− − − +
   ′− − + + +   
   

 

2
2 3 2 2

1 2 1 , 1,2,... 1.
2

Ф Ф

Р Р
j j j j jФ Ф

с l с l
x RR x T R x T j n

ρ ρ
λ λ τ

Φ Φ
Φ

+ +
 ′+ + = − = − 
 

⌣
 (4.3.2) 

 2) уравнения диффузии компонентов фазы Ф – 

а) 
2 2 2 2 2 2

,0 ,1 ,01 1 1 ;
6 6 6

Ф Ф Ф

i i iФ Ф Ф

i i i

R l R l R l
c c c

D D Dτ τ τ
      

= + + +      
      

⌣
  (4.3.3) 

б) 
2

2 3 2 2 2 2
1 2 , 1 1 2 1 2 ,2

Ф Ф

j j i j j j j i jФ Ф

i i

l l
x RR x c x x R x c

D D τ− − − +

   ′− − + + +   
   

 

2
2 3 2 2

1 2 , 1 , , 1,2,.. , 1,2,... 1.
2

Ф Ф

j j i j j i jФ Ф

i i

l l
x RR x c R x c i n j n

D D τ
Φ

+ +

 ′+ + = − = = − 
 

⌣
 (4.3.4) 

2. Основные уравнения фазы Ψ : 

 1) уравнения теплопроводности – 

а) 
( ) 2 2

2 3 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

1
1

2 2
Р j Р j j

j j j j j j

с l с l x
x R R x T x x R T

Ψ Ψ Ψ Ψ
Ψ Ψ

Ψ Ψ

ρ χ ρ χ χρχ χ
λ ρ λ τ

Φ

− − − +Ψ

   + ′− + − − + + +     
    

F

F

 

( ) 2 2
2 3 2

1 2 1

1
1 ,

2 2
Р j Р j j

j j j j

с l с l x
x R R x T R T

Ψ Ψ Ψ Ψ
Ψ Ψ

Ψ Ψ

ρ χ ρ χ χρ
λ ρ λ τ

Φ

+ +Ψ

  + ′+ + + − = −  
  

F

F

⌣
 

1,2,.. , 1,2,... 1.i m j nΨ= = −  (4.3.5) 

б) 0;
n

T TΨ =  (4.3.6) 
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2) уравнения диффузии компонента фазы Ψ  – 

a) 
( )2 3 2 2 2 2 2

1 2 , 1 1 2 1 2 ,

1
1

2 2
j

j j i j j j j j i j
i i

R Rl
x x c x x R l x c

D D

χ χ χρχ χ
ρ τ

Φ

− − − +Ψ Ψ Ψ

′    +
− + − − + + +    

    

F

F

 

( )2 3 2 2 2
1 2 , 1 ,

1
1 , 1,2,.. , 1,2,... 1.

2 2
i

j j i j j j i j
i i

RRl
x x c R l x c i m j n

D D

χ χχ ρ
ρ τ

Φ
Ψ

+ +Ψ Ψ Ψ

   +′
+ + + − = − = = −  

  

F

F

⌣
 (4.3.7) 

б) 0

,
;ii n

c cΨ
Ψ =  (4.3.8) 

3. Основные уравнения поверхности раздела фаз: 

 1) уравнение теплопередачи – 

( ) ( )11
1

0.Ф

n
Ф Ф Ф

i in
i

T T T T Rl I HΨλ λ
−

=

− − − + ∆ =∑  (4.3.9) 

2) уравнения массопереноса компонентов фаз – 

( ), , 1 ,
1

0, 1,..., 1;Ф Ф Ф

Ф Ф n
Ф Ф Фi

k k i ii n i n i n
k

D
c c c M I M I i n

l R

ρ
−

=
− + − = = −∑  (4.3.10) 

( )

( )

,1 ,0 ,
1

,1 ,0 ,
1

0, 1,..., ,

0, 1,..., 1,

Ф

Ф

n
i

i i k k i ii n
k

n
i

i i k ki n
k

D
c c c M I M I i n

l R

D
c c c M I i n m

l R

Ψ Ψ
Ψ Ψ

Ψ Ψ
Ψ Ψ

ρ

ρ

Ψ

=

Ψ

=


− + − = =




− + = = + −


∑

∑
  (4.3.11) 

3) уравнения распределения компонентов между фазами –  

( ) 2
exp 0, 1,..., ;i

j i i

v
a a K T i n

R R T

γΨ Φ

Γ

 
− = = 

 

ɶ
 (4.3.12) 

 4) уравнения роста частицы – 

1

1
;

n

i i
i

R M I
ρΦ

=

′ = ∑
F

 (4.3.13) 

.R R Rτ′= +
⌣

  (4.3.14) 

4. Начальные условия: 

1) 0;R R=
⌣

  (4.3.15) 

2) ( ) ( )0 0, 0,..., ; , ,...,2 ;Ф Ф s s s
j T j j T jT x R j n T x R j n nΨ Ψβ β= = = =
⌣ ⌣

  (4.3.16) 
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3) 
( )

( )
0

,

0
,

, 1,..., 1; 1,..., ,

, 1,..., 1;, ,...,2

i

i

s
j j j

s s
j j j

c x R i n j n

c x R i m j n nΨ Ψ Ψ

β

β

Φ Φ Φ= = − =

= = − =

E

E

⌣

⌣
  (4.3.17) 

Здесь 0R – начальный радиус частицы;  функции ( ) ( ); , 1,..., 1;T ir r i nβ βΦ = −    

( ), 1,..., 1i r i mβΨ = − , задают распределения температуры T  и концентраций  

1 1 1 1,..., , ,...,n mc c c cΦ Φ Ψ Ψ
− −  компонентов  в начальный момент времени ( r  – расстояние 

до центра частицы). 

( )1 1

1 , , 1,..., ,

, 2,..., ;

Ф Ф Ф

j

j j

l n x jl j n

l l l l j nΨχ−

= = =

= = =
 (4.3.18) 

( )0
2

1, 1 , 2,..., .
j

j l
l

x x l j nΨ Ψ Ψ

=
= = + =∑   (4.3.19) 

5. Дополнительные термодинамические соотношения: 

1) 

( )
1

1

1
;Ф

n

i n i n
i

c
ρ

ν ν ν
−

=

=
− +∑

  (4.3.20) 

2) ( )1 1 1 1, ,..., , ,...,n mT c c c cγ γ Φ Φ Ψ Ψ
− −= ;  (4.3.21) 

3) ( )1 1,..., 1,...,Ф Ф Ф Ф

i i nc c i nα α −= = ,  (4.3.22) 

( )1 1,..., 1,..., ;i i mc c i mΨ Ψ Ψ Ψα α −= =   (4.3.23) 

5) ( ) exp , 1,..., ;i
i i

E
K T B i n

T
 = + = 
 

  (4.3.24) 

6) ( )0 * , 1,...,i
i Pii

v
H H c T T i n

R

γ Φ2= ∆ + ∆ − + =∆ ɶ
ɶ , (4.3.25) 

( )0 0 0 , 1,...,i i i iH M h h i nΦ Ψ
−= =∆ , (4.3.26) 

( ), 1,...,Pi i Pi PiM c c i nc Φ Ψ= − =∆ ɶ ; (4.3.27) 

7) ( )1 1, ,..., , 1,...,i i nD D T c c i nΦ Φ Φ
−= = , (4.3.28) 

( )1 1, ,..., , 1,...,i i mD D T c c i mΨ Ψ Ψ
−= = . (4.3.29) 
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4.4. Алгоритм расчета по конечно-разностной модели 

Для решения уравнений (4.3.1–4.3.29) воспользуемся алгоритмом, предло-

женным в работе [55]. Применительно к нашей задаче, согласно этому алгоритму, 

переход от 1k − -го временного слоя к k –ому осуществляется с помощью  после-

довательных операций. Задавшись каким-либо значением R , решаем систему 

уравнений (4.3.1–4.3.29), в частности, находим ( ), 1,...,Ф

iI i nρ = , а затем по 

уравнениям  (4.3.13, 4.3.14) находим новое значение R . Повторяем вычисления со 

всё новыми значениями R  до тех пор, пока новое значение R  практически не пе-

рестанет отличаться от старого. 

Рассмотрим этот процесс подробнее. Условимся обозначать величину y , 

относящуюся к временному слою k  и итерации с номером s  символом ( )sy .  

 Во избежание путаницы будем там, где это может вызвать неоднозначное 

толкование, снабжать величины, относящиеся к элементу iE , подстрочным индек-

сом iE  (то есть не iy , как раньше, а 
i

y
E

). 

Пусть для k –го слоя уже определены величины, ( ) ( ) ( ) ( )
,, , ,s Ф s Ф s Ф s

j j jR T cρ
iE

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1,..., 1, 0,..., , , 1,..., 1, 0,..., , 1,...,s s sФ

j j ii n j n T c i m j n I i nΨ Ψ Ψ= − = = − = =
iE

,  от-

носящиеся к s –ой итерации. Теперь по формулам (4.3.13, 4.3.14) найдем ( )1sR +′  и 

( )1sR + . 

Уравнения (4.3.1 – 4.3.4) можно представить в виде 

,0 ,1 ,Ф Фy yθ θ θ θζ η= +  (4.4.1) 

( ), , 1 , , , , 1 , , 1,..., 1 ,Ф Ф Ф Ф

j j j j j j jA y C y B y F j nθ θ θ θ θ θ θ− +− + = − = −  (4.4.2) 

где при 0θ =  подразумевается уравнение теплопроводности ( )0,
Ф Ф

j jy T= , при 1θ =  

– уравнение диффузии компонента 1 фазы Ф, при 2θ =  – уравнение диффузии 

компонента 2 фазы Ф и т.д:( ), , , 1,..., 1Ф Ф

j jy c nθ θ= = −
iE

. , , , ,, , , , ,j j j jA C B Fθ θ θ θ θ θζ η  – ко-
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эффициенты при ,
Ф

jyθ  в уравнениях (4.3.1 – 4.3.4). С учетом номеров итераций, в 

соответствии с [55], запишем уравнения (4.4.1, 4.4.2) в виде 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
,0 ,1 ,Ф s s Ф s sy yθ θ θ θζ η+ += +  (4.4.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, , 1 , , , , 1 , , 1,..., 1 .s Ф s s Ф s s Ф s s Ф

j j j j j j jA y C y B y F j nθ θ θ θ θ θ θ
+ + +

− +− + = − = −  (4.4.4) 

В этих уравнениях все коэффициенты вычисляются при уже известных 

значениях ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,Ф s s s s
j jD R Rρ Φ + +′  и, следовательно, могут быть определены. Для 

решения уравнений (4.4.3 – 4.4.4) применим метод правой прогонки [56]. После-

довательно определим прогоночные коэффициенты ( ) ( )
, ,, , 1,...,s s Ф

j j j nθ θα β =
��

по фор-

мулам  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
,1 ,1 , 1 , , , ,

, 1 , , , , , ,

, , ,

, 1,..., 1,

s s s s s s s s s
j j j j j

s s s s s s s Ф

j j j j j j j

B C A

A F C A j n

θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

α ζ β η α α

β β α

+

+

= = = −

= + − = −

�� � �

� � �
 

двигаясь по сетке слева направо. Если значение ( )1

, Ф
Ф s

n
y

θ

+  определено, то все осталь-

ные значения ( )1
,
Ф s

jyθ
+  можно найти по формуле [56] 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
, 1 , , , , , 1,...,2,1,Ф s s Ф s s Ф Ф

j j j jy y j n nθ θ θ θα β+ +
− = + = −

��
 (4.4.5) 

двигаясь по сетке справа налево. 

Аналогично выше изложенному представим уравнения (4.3.5–4.3.8) для 

перехода к 1s +  –ой итерации в виде 

( )1 0

,
,s

n
y yΨ

θθ Ψ
+ =  (4.4.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, , 1 , , , , 1 , , 1,..., 1 ,s s s s s s s
j j j j j j jA y C y B y F j nΨ Ψ Ψ Ψ

θ θ θ θ θ θ θ
+ + +

− +− + = − = −  (4.4.7) 

где при 0θ =  подразумевается уравнение теплопроводности ( )0, j jy TΨ Ψ= , при 1θ =  

– уравнение диффузии компонента 1 фазы Ψ , при 2θ =  – уравнение диффузии 

компонента 2 фазы Ψ  и т.д.:( ), , , 1,2,..., 1j jy c m
θθ θΨ Ψ= = −
E

. ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,, , ,s s s s
j j j jA C B Fθ θ θ θ  – ко-

эффициенты при , jyθ
Ψ  в уравнениях (4.3.5 – 4.3.8) и решаем их методом левой про-
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гонки [56]. Последовательно определяем прогоночные коэффициенты 

( ) ( )
, ,, , 1,...,s s
j j j nΨ

θ θα β =
��

 по формулам 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0
, , , , 1 ,, ,

, , , 1 , , , 1 ,

0, , ,

, 1,...,2,1,

s s s s s s s
j j j j jn n

s s s s s s
j j j j j j j

y A C B

B F C B j n

θ θ θ θ θ θθ θ

Ψ
θ θ θ θ θ θ θ

α β α α

β β α

Ψ Ψ +

+ +

= = = −

= + − = −

�� � �

� � �
 

двигаясь по сетке справа налево. Если значение ( )1
,0

syΨ
θ

+
 определено, то все осталь-

ные значения ( )1
,

s
jyΨ

θ
+  находятся по формулам [56] 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , , 1 , , 1,2,3,...,s s s s
j j j jy y j nΨ Ψ Ψ

θ θ θ θα β+ +
−= + =

��
 (4.4.8) 

при движении слева направо по узлам сетки. 

Зная прогоночные коэффициенты ( ) ( ) ( )
, ,

, 0,1,... 1s s

n n
n

θ θ
α β θΦ Φ = −

��
 и ( ) ( )

,0 ,0, ,s s
θ θα β
��

, 

( )0,1, 1 ,mθ = −  приступим к определению ( ) ( )1 1
,0,

.Ф

Ф s s

n
y yΨ

θθ

+ + . Введем обозначения 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
0 0 ,

1
1 ,

1
2

, , 1,..., 1 ,

1,..., 1 ,

1,..., .

Ф Ф
i

i

Ф s s Ф s
in n

s
n i i

s
n m i i

z T T z c i n

z c i m

z I i n

Ψ

Ψ

+ + +

+
− +

+
+ − +

= = = = −

= = −

= =

E

E
 (4.4.9) 

Все ( )0,..., 2 2iz i n m= + −  пока неизвестны. Воспользуемся уравнениями (4.3.9– 

4.3.12), в которых ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 , , , 1

, , , , , 1,..., 1 ,Ф Ф Ф Ф
i i

s Ф s Ф s s Ф s Ф s

n n n i n n n
T T D c c i nρ Φ Φ

Φ Φ

− −
= −

E E  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 ,0 ,0 ,1, , , , , 1,..., 1 , 1,...,

i i

s s s s s s
i iT T D c c i m I i nΨ Ψ Ψ ΨΨ = − =

E E
считаем относящимися к 

итерации s. Преобразуем эти уравнения. Так как из (4.4.5) при 0, Фj nθ = =  и 

(4.4.8) при 0, 1jθ = =  следует 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 0,1 0 0,11 0, 0,

, ,Ф Ф Ф Ф

Ф s s Ф s s s s s s

n n n n
T T T TΨ Ψα β α β+ + + +

−
= + = +

� �� �
 

то, используя обозначения (4.4.9), уравнение (4.3.9) можно записать в виде 

( )( ) ( )( ) ( )1
0 0 0,1 0 0,1 0 20, 0,

1

0.Ф Ф

n
s s sФ

n m i in n
i

z z z z R l z HΨλ α β λ α β +
+ − +

=

− − − + − + ∆ =∑
� �� �
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Аналогично преобразуем и другие уравнения (4.3.10 – 4.3.12). Полученную сис-

тему из 2 2n m+ −  уравнений с 2 2n m+ − неизвестными можно решить с помо-

щью метода Ньютона [57]. Для этого введем функции ( )0 1 2 2, ,..., ,i n mz z z + −Ω , 

0,..., 2 2,i n m= + −   равные левым частям преобразованных уравнений (4.3.9 –

4.3.12): 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0,1 0 0,1 20, 0,

1

1 1 ;Ф Ф

n
s s s s sФ Ф

n m i in n
i

z R l z HΨ Ψλ α λ α λ β λ β +
+ − +

=

 Ω ≡ − + − − + + ∆   ∑
� �� �

 ( ) ( )

( )
( )( ) ( ),

2 21 , ,
1

1
1 , 1,..., 1;Ф Ф

s s
n

s sn i n
i i i k n m k i n m is i n i n

k

D
z z M z M z i n

l R

ρ
α β

Φ Φ
Φ Φ

+ − + + − ++
=

 Ω ≡ − − + − = −   ∑
��

 
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

,0
1 ,1 1 ,1 1 2 21

1

,0
1 ,1 1 ,1 1 21

1

1
1 , 1,..., ;

1
1 , 1,..., 1;

s s n
s si

n i i n i i n i k n m k i n m is
k

s s n
s si

n i i n i i n i k n m ks
k

D
z z M z M z i n

l R

D
z z M z i n m

l R

Ψ Ψ

Ψ Ψ

ρ
α β

ρ
α β

− + − + − + + − + + − ++
=

− + − + − + + − ++
=

 Ω ≡ − + + − =
 

 Ω ≡ − + + = + −
 

∑

∑

��

��

2 ( 1
0

2
exp 0, 1,..., ;i

n m i i i i s

v
a a K i n

R R z

γΨ Φ
+ − + +

Γ

 
Ω ≡ − = = 

 

ɶ
 

 

Вопрос сводится к определению значений 1 2 2,..., n mz z + − , при которых все эти 

функции обращаются в нули. Пусть 

( )0 0,...,2 2; 0,..., 2i
ij

j

i n m j n m
z

∂Ωω = = = + − = + −
∂

 (4.4.10) 

Введем матрицы 

00 01 0,2 20 0

10 11 12 21 1

2 2,0 2 2,1 2 2,2 22 2 2 2

...

...ˆ ˆˆ , , .
... ... ... ...... ...

...

n m

n m

n m n m n m n mn m n m

z

z
z

z

+ −

+ −

+ − + − + − + −+ − + −

ω ω ωΩ     
     ω ω ωΩ     = Ω = ω =
    
     ω ω ωΩ     

 (4.4.11) 

Тогда систему уравнений, соответствующую (4.3.9 – 4.3.12), можно записать в 

матричном виде 

( ) ˆˆ ˆ 0zΩ =  (4.4.11) 

Здесь 0̂  – нуль-вектор. 
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При решении методом Ньютона задаются некоторыми исходными значения-

ми элементов вектора ẑ ; затем по формуле Ньютона находят следующее, уточ-

ненное значение ẑ  и т.д., до тех пор, пока на очередной итерации исходное и по-

лученное значения ẑ  не будут достаточно близки. Пусть после проведения q  

итераций известно q -ое приближенное значение этого вектора – ( )ˆ qz . Обозначим 

соответствующие ( )ˆ qz  значения матриц Ω̂  и ω̂  символами ( )ˆ qΩ  и ( )
ω̂

q  соответст-

венно. По методу Ньютона [57] ( )1ˆ qz +  находится по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 ˆˆˆ ˆ ω .q q q qz z

−+  = − Ω   

После того, как значения 0 1 2 2, ,..., n mz z z + − будут с удовлетворительной   точностью   

найдены,   станут   известны   значения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ,1 ,1 1, ,

, ,..., , ,..., , ,...,Ф Ф Ф mn

Ф s s Ф s Ф s s s s s
nn n n

T T c c c c I IΨ Ψ Ψ
−−

+ + + + + + + +=
E EE E

. 

Теперь по формулам (4.4.5, 4.4.8) находим значения  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1 1 1
, ,

1 1 1
, ,

, ,..., , 1, 2,...,2,1,0;

, ,..., , 1,2,..., 1,

n

m

Ф s Ф s Ф s Ф Ф

j j j

s s s
j j j

T c c j n n

T c c j n nΨ Ψ Ψ Ψ Ψ

−

−

+ + +

+ + +

= − −

= −

E E

E E

 

На этом итерация с номером 1s +  заканчивается. 

После проведения достаточного количества итераций будут определены 

1 1 1 1, , , ,; , ,..., , 0,1,2,..., ; , ,..., , 0,1,2,...,
n m

Ф Ф Ф Ф

j j j j j jR T c c j n T c c j nΨ Ψ Ψ Ψ
− −

= =
E E E E

 и переход к k –

му временному слою будет завершен. После построения k  –ого временного слоя 

переходим к построению следующего слоя и т.д. 

В приложении 5 приведен полный алгоритм расчета по математической мо-

дели роста наночастицы новой фазы в бесконечном пространстве. 

 

4.5. Описание компьютерной программы 

Для проведения расчетов по разработанному алгоритму создана компьютер-

ная программа на языке С++. Кроме организации расчета по алгоритму компью-

терная программа должна обеспечить ввод основных данных в интуитивно по-
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нятной форме, решение системы уравнений на каждой q -ой итерации, а также 

вывод значений переменных в пригодном для анализа виде. Кроме того, для уп-

рощения отладки программный код должен быть легко читаем. Для выполнения 

указанных требований в программе создано пять основных модулей: "Main", 

"Constants", "gVariables", "Mathematics", "Physics", "Derivative". 

"Main" является главным расчетным модулем программы. Здесь задаются ис-

ходные значения всех основных переменных, производятся вычисление величин 

на расчетной сетке, а также вызовы процедур и функций из других модулей. По-

сле завершения расчетов в этом модуле производится вывод в файл значений пе-

ременных. 

В модуле "Constants" задаются константы, необходимые при проведении расче-

та: универсальная газовая постоянная, число Авогадро, константа Больцмана и т.п. 

Глобальные переменные, используемые в процессе всего расчета, определя-

ются в модуле "gVariables". Кроме того в этом модуле задаются структуры слож-

ных переменных. К их числу относятся класс переменных сетки, включающий 

координаты расчетных точек относительно начала координат и значения физиче-

ских параметров соответствующих этим точкам (концентрации компонентов, 

температуру, значение плотности фазы и т.п..). Кроме того, к числу глобальных 

относятся переменные, содержащие значения радиуса кристалла, количества уз-

лов расчетной сетки, точности вычислений на различных этапах расчета, а также 

переменные для работы с файлами. 

Модуль "Mathematics" отвечает за решение методом Гаусса системы уравне-

ний на каждойq -ой итерации.  

Расчет значений функции межфазного натяжения, плотности фаз, теплоемко-

сти фаз, активностей компонентов, коэффициентов диффузии и других физиче-

ских величин производится в модуле "Physics". Кроме того здесь определяются 

значения физических функций на границе раздела кристаллической и аморфной 

фаз.  
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Модуль "Derivative" отвечает за расчет значений производных функций, ис-

пользуемых при проведении расчета. 

Каждый из приведенных модулей содержит ряд внутренних процедур и 

функций, которые предназначены для использования либо внутри основного, ли-

бо для вызова из других модулей. 

Для осуществления расчета в программу необходимо ввести основные физи-

ко-химические параметры аморфной и кристаллической фаз, а также каждого из 

компонентов, составляющих эти фазы (табл. 4.1). Параметры компонентов кри-

сталлической фазы (в данном случае Fe и Si) вводятся в текстовый файл 

«ComponentSolid.txt», расположенном в корневой папке программы. Свойства 

компонентов аморфной фазы (Fe, Si, B и Nb) задаются в файле 

«ComponentLiquid.txt», находящемся в той же папке. Для введения значений ос-

новных физико-химических параметров фаз (теплопроводности, плотности, ко-

эффициента распределения компонентов на границе фаз, и т.д.) служит главное 

меню программы, в котором также задаются параметры расчета: количество узлов  

расчетной сетки, величина временного шага, количество компонентов кристалли-

ческой и аморфной фаз, точность расчета на s и q  итерациях. Кроме того, в глав-

ном окне программы задается исходный размер кристалла, начальный состав обе-

их фаз и их температура, а также величина моделируемого временного интервала. 

Для начала расчета необходимо нажать кнопку «Расчет» в главном окне про-

граммы. После запуска программы начинает выполняться модуль "Main", кото-

рый путем вызова модулей "Constants" и "gVariables" заполняет все необходимые 

для расчета переменные на нулевом временном слое. Затем начинается расчет 

следующего временного слоя. Производится расчет прогоночных коэффициентов 

для обеих фаз. С помощью модулей "Mathematics", "Physics" и "Derivative" нахо-

дится решение системы уравнений с определением искомых значений концентра-

ции компонентов, температуры фаз и мольной скорости роста кристалла для каж-

дого компонента на границе раздела кристаллической и аморфной фаз. В случае, 

если полученные значения удовлетворяют заданной точности вычислений, то в 
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модуле "Main" продолжаются расчеты концентрации компонентов и температуры 

в глубине каждой фазы. После каждой итерации проверяется изменение значения 

размера кристалла. Если прирост размера не превышает заданной точности, то 

расчет данного временного интервала завершается. Далее в модуле "Main" произ-

водится запись полученных данных в файлы. В файл «Граница.txt» после каждой 

временной итерации выводятся значения концентрации всех компонентов на гра-

нице аморфной и кристаллической фаз, температуры, размера кристалла и другие 

параметры. Распределение концентрации компонента в объеме каждой из фаз вы-

водится в отдельный файл. Кроме того в отдельный файл выводится распределе-

ние температуры в системе. 

В работе приведены расчеты для частного случая роста кристалла α-Fe(Si) в 

аморфном сплаве 5БДСР. Однако программа позволяет рассчитывать рост кри-

сталла, состоящего из произвольного количества компонентов в аморфном сплаве 

различного состава. Для того чтобы провести соответствующие расчеты необхо-

димо в файлы «ComponentSolid.txt» и «ComponentLiquid.txt» внести все физико-

химические параметры новых компонентов. Кроме того необходимо внести соот-

ветствующие изменения в основном окне программы. Для обеспечения вывода 

расчетных параметров новых компонентов требуется переписать процедуру вы-

вода, с добавлением необходимого количества новых файлов. 

В приложении 6 приведен подробный алгоритм расчета, а также компьютер-

ная программа на языке C++, позволяющая реализовать расчет по предложенному 

алгоритму. 
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4.6. Результаты расчета роста кристалла 

4.6.1. Исходные данные расчета  

Основные физические величины, используемые в расчете, приведены в таблице 4.1. 

Таблица 4.1. Значения основных физических параметров, используемых в программе. 

Название  Значение  
Единицы измере-

ния 
Источник 

Кристаллическая фаза 
Парциальная энтальпия Si 
в стандартном состоянии  

358372,4 [Дж/кг] [48] 

Парциальная энтальпия Fe 
в стандартном состоянии  

233378,8 [Дж/кг] [48] 

Парциальная теплоемкость Si  869,1 [Дж/кг*K] [53] 

Парциальная теплоемкость Fe  568,3 [Дж/кг*K] [53] 

Молярная масса Si  2,8·10-2  [кг/моль] [53] 

Молярная масса Fi  5,5·10-2  [кг/моль] [53] 

Межфазное натяжение чистого Si  1,3·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Межфазное натяжение чистого Fe  2,1·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Удельный объем Si 4,3·10-4  [м3/кг] [53] 

Удельный объем Fe 1,3·10-4  [м3/кг] [53] 

Коэффициент диффузии Si 4,4·10-5  [м2/c] [43, 49] 

Энергия активации диффузии Si 200966,4 [Дж/моль] [43, 49] 

Аморфнвя фаза 
Парциальная энтальпия Si 
в стандартном состоянии  

2163650,8 [Дж/кг] [48] 

Парциальная энтальпия B 
в стандартном состоянии  

2641196,6 [Дж/кг] [48] 

Парциальная энтальпия Nb 
в стандартном состоянии  

423788,6 [Дж/кг] [48] 

Парциальная энтальпия Fe 
в стандартном состоянии  

505516,7 [Дж/кг] [48] 

Парциальная теплоемкость Si  869,1 [Дж/кг*K] [53] 

Парциальная теплоемкость B  2052,5 [Дж/кг*K] [53] 

Парциальная теплоемкость Nb  281,2 [Дж/кг*K] [53] 

Парциальная теплоемкость Fe  568,3 [Дж/кг*K] [53] 

Молярная масса Si  2,8·10-2  [кг/моль] [53] 
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Название  Значение  
Единицы измере-

ния 
Источник 

Молярная масса B  1,1·10-2  [кг/моль] [53] 

Молярная масса Nb 9,3·10-2  [кг/моль] [53] 

Молярная масса Fi  5,6·10-2  [кг/моль] [53] 

Межфазное натяжение чистого Si  1,3·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Межфазное натяжение чистого B  1,1·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Межфазное натяжение чистого Nb 2,3·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Межфазное натяжение чистого Fe  2,1·10-1 [Дж/(м*м)] [48] 

Удельный объем Si 4,3·10-4  [м3/кг] [53] 

Удельный объем B 4,3·10-4  [м3/кг] [53] 

Удельный объем Nb 1,2·10-4  [м3/кг] [53] 

Удельный объем Fe 1,3·10-4  [м3/кг] [53] 

Коэффициент диффузии Si в Fe 4,4·10-5  [м2/c] [43, 50] 

Коэффициент диффузии B в Fe 5,0·10-3  [м2/c] [43, 50] 

Коэффициент диффузии Nb в Fe 7,5·10-5  [м2/c] [43, 50] 

Энергия активации диффузии Si в Fe 200966,4 [Дж/моль] [43, 50] 

Энергия активации диффузии B в Fe 200966,4 [Дж/моль] [43, 50] 
Энергия активации диффузии Nb в 
Fe 

264000,0 [Дж/моль] [43, 50] 

Общие данные 

Теплопроводность кр.фазы  31,5 [Вт/(м*К)] [52] 

Теплопроводность ам.фазы  40 [Вт/(м*К)] [52] 

Плотность аморфной фазы 7000 [кг/м3] [51] 

Стандартная температура 600 [К] [43] 
Радиус зародыша на первой итера-
ции 

1·10-9 [м] [36] 

  



 

4.6.2. Исследование процесса

Для первичной оценки

лизируем данные, полученные

вый интервал кристаллизации

ходный кристалл содержит

нм.  Изменение размера кристалла

ставлены на рис. 12. Видно

термической обработки. В

вается более чем в 2 раз

неизбежно сказывается на

полчаса диаметр кристалла

мин размер возрос лишь в

Рис. 12. Влияние времени выдержки

 Такой характер роста

дели о составе кристаллической

лишь часть компонентов аморфной

рераспределение компонентов

реноса из одной фазы в другую
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Исследование процесса роста кристалла. 

оценки результатов расчета по предлагаемой

данные полученные для температуры 863 К (590 °С

кристаллизации для сплава 5БДСР (507…630

кристалл содержит 1,5 % Si и 98,5 % Fe, а начальный

Изменение размера кристалла во времени, а также скорости

идно, что интенсивный рост начинается

обработки. В течение нескольких минут размер

раза до 4…5 нм. Затем скорость роста резко

сказывается на приращении размера кристалла

диаметр кристалла увеличился в 5 раз (с 2 до 10 нм

лишь в 1,5 раза (с 10 до 15 нм). 

времени выдержки сплава при температуре 863 К на размер

рость его роста 

характер роста можно объяснить, исходя из основных

кристаллической и аморфной фаз. Кристаллическая

компонентов аморфной фазы, поэтому во время роста

рераспределение компонентов в системе. При этом основные

одной фазы в другую происходят на поверхности раздела

по предлагаемой модели проана-

К (590 °С), входящей в пер-

507…630 ºС). Примем, что ис-

начальный размер составляет 2 

же скорости его роста пред-

рост начинается в первые минуты 

размер кристалла увеличи-

скорость роста резко замедляется, что 

кристалла. Поэтому за первые 

до 10 нм), а за следующие 30 

 
температуре К на размер кристалла и ско-

сходя из основных положений мо-

Кристаллическая фаза содержит 

во время роста происходит пе-

этом основные процессы массопе-

поверхности раздела кристалличе-



 

ской и аморфной фаз. Изменение

ной и кристаллической фаз

Рис. 13а. Влияние времени выдержки

Рис. 13б. Влияние времени выдержки
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аморфной фаз. Изменение концентраций компонентов

фаз во времени представлено на рис. 13

времени выдержки на скорость роста кристалла, и концентрации

тов в аморфной фазе на границе 

времени выдержки на скорость роста кристалла, и концентрации

тов в кристаллической фазе на границе 

компонентов на границе аморф-

рис. 13а, б.   

 
кристалла, и концентрации компонен-

 
кристалла, и концентрации компонен-



 

Наложение на график

дела фаз графика скорости

между данными характери

нается интенсивный рост

концентрации Fe с 85 % до

При этом растет содержание

практически неизменными

центрации компонентов изменяется

сталл состоит практически

жание Si увеличивается

до 10%. 

На рис. 13а, б видно

тов начинается после 1 с выдержки

теме, необходимо знать не

нице раздела фаз, но и распределение

через определенные промежутки

VI построены графики распределения

ждой из фаз (рис. 14). 
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график изменения концентраций компонентов

графика скорости роста кристалла дает возможность

данными характеристиками. Видно (рис. 13а), что по истечении

рост кристалла, в процессе которого происходит

с 85 % до 55 % на границе раздела со стороны

растет содержание Nb с 7 % до 37 %, а концентрации

неизменными. На границе со стороны кристаллической

компонентов изменяется не так значительно (рис

практически из чистого Fe (98,5 %), однако в процессе

увеличивается. После часа термообработки содержание

а б видно, что существенное изменение концентраций

после 1 с выдержки. Для анализа процессов

необходимо знать не только изменение концентраций компонентов

фаз но и распределение концентраций внутри с

определенные промежутки времени, обозначенные на

графики распределения концентраций компонентов

концентраций компонентов на границе раз-

возможность установить связь 

по истечении 1 с начи-

орого происходит снижение 

со стороны аморфной фазы. 

концентрации Si и B остаются 

стороны кристаллической фазы кон-

рис. 13б). В начале кри-

в процессе роста содер-

термообработки содержание Si поднимается 

изменение концентраций компонен-

процессов, происходящих в сис-

концентраций компонентов на гра-

концентраций внутри самих фаз. Для этого 

обозначенные на рис. 13 цифрами I – 

концентраций компонентов по сечению ка-

 



 

Рис. 14. Графики распределения

личные периоды времени: 

 

До момента времени

нентов в системе практически

III) вблизи границы со стороны

трации Fe и возрастание концентрации

компонентов на графике не

продолжает снижаться, а

вблизи границы кристалла

ширина такой зоны постоянно

радиуса кристалла после нескольких

лической фазе также происходит

градиента концентрации
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распределения концентраций компонентов по сечению

времени: I – 1 с; II – 10 с; III – 100 с; IV – 1000 с; V 

момента времени 10 с (рис. 14 I, II) изменения в распределении

практически не наблюдается. Однако уже ч

границы со стороны аморфной фазы наблюдается

возрастание концентрации Nb. Изменение концентраций

на графике не фиксируется. С течением времени

снижаться, а Nb, напротив, возрастать (рис. 14

границы кристалла зону, обогащенную Nb и обедненную

постоянно увеличивается, достигая ширины

кристалла после нескольких часов выдержки (рис. 14

также происходит изменение концентрации компонентов

концентрации, аналогичного градиенту в аморфной

компонентов по сечению каждой из фаз в раз-

 – 10000 с; VI – 100000 с 

изменения в распределении компо-

Однако уже через 100 с (рис. 14 

наблюдается снижение концен-

Изменение концентраций остальных 

течением времени концентрация Fe 

рис. 14 IV, V, VI), образуя 

обедненную Fe. При этом 

достигая ширины, равной половине 

рис. 14 V, VI). В кристал-

концентрации компонентов, однако 

в аморфной фазе не наблюдает-
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ся. В начале термической обработки содержание Fe и Si в кристалле равно 98,5 % 

и 1,5 % соответственно, а уже через 1 с концентрации компонентов на границе 

кристалла составляют 95 % Fe и 5 % Si (рис. 14 I). После выдержки около 3-х ча-

сов концентрация Fe падает до 90 % , а Si возрастает до 10 % (рис. 14 V). 

Обсуждение результатов 

Как было показано выше, заметный рост кристалла начинается спустя 1 с по-

сле начала термообработки (рис. 13а). При этом рост кристалла обеспечивается 

двумя компонентам – Fe и Si. Поэтому из аморфной фазы в кристаллическую пе-

реходят только Fe и Si, а B и Nb остаются в исходной матрице. Анализ получен-

ных результатов позволяет сделать вывод о том, что в исследуемой системе воз-

никают противоположно направленные диффузионные потоки, которые и опре-

деляют характер роста кристаллической фазы.  

Первое время (до 0,5…0,7 с) кристалл практически не растет, что объясняет-

ся влиянием двух факторов. Во-первых, происходит перестройка состава кристал-

ла. Один из компонентов поступает в кристалл, а второй уходит. Во-вторых, имея 

сверхмалые размеры, кристалл находится под очень большим капиллярным дав-

лением. Это приводит к увеличению значений химических потенциалов его ком-

понентов. В результате разность между химическими потенциалами компонентов 

в аморфной и кристаллической фазах на границе кристалла становится мини-

мальной, или даже отрицательной. Термодинамические силы, определяющие рост 

кристалла, малы, и кристалл растет очень медленно. Положение начинает менять-

ся по мере увеличения размера кристалла. Повышенные значения химических по-

тенциалов компонентов, обусловленные капиллярными эффектами, играют все 

меньшую роль. Разность химических потенциалов компонентов в аморфной и 

жидкой фазах на границе кристалла увеличивается, и кристалл растет все быст-

рее. Однако через некоторое время (~ 100 с) вступает в действие новый фактор, 

который приводит к замедлению процесса роста кристалла. По мере расхода реа-

гентов на рост кристалл зона вокруг него все более обедняется этими компонен-

тами, а также обогащается компонентами, не участвующими в росте (Nb и B).  
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От границы кристалла вглубь аморфной фазы диффундируют B и Nb, в об-

ратном направлении перемещается Si. Поскольку коэффициенты диффузии ком-

понентов различны, то скорости их перемещения будут неодинаковы. Наиболь-

шей скоростью диффузии обладают B и Si, поэтому их концентрации в системе 

выравниваются наиболее быстро. Низким коэффициентом диффузии обладает Nb, 

который накапливается возле границы кристалла, снижая концентрацию Fe, в ре-

зультате чего там возникает дефицит Fe и избыток Nb (рис. 14 III). Уменьшение 

концентрации Fe – основного составляющего компонента, вызывает замедление 

роста кристалла. На рис. 13 в районе 100 с наблюдается максимум скорости роста, 

в дальнейшем происходит непрерывное её уменьшение. Последующее замедление 

роста неразрывно связано с увеличением концентрации Nb в аморфной фазе возле 

границы кристалла (рис. 14 III, IV, V, VI). 

В результате процесс роста кристалла можно разделить на два этапа. На пер-

вом (до 100 с), скорость роста определяется скоростью массопереноса компонен-

тов через поверхность раздела кристалл – аморфная фаза. На втором (более 100 с) 

рост кристалла лимитирует процесс отвода Nb от границы кристалла вглубь 

аморфной фазы. Поэтому при изучении влияния различных факторов на процесс 

роста кристалла в аморфном сплаве Fe76,5-xCu1NbxSi13,5B9 наибольший интерес вы-

зывает совместное влияние содержания ниобия в сплаве и температуры термооб-

работки. 

Имея в виду допущение модели о том, что кристалл растет в бесконечном 

объеме аморфной фазы, необходимо отметить особенность распределения компо-

нентов по сечению каждой из фаз. В замкнутой кристаллической фазе, представ-

ляющей собой шар, влияние на состав оказывают лишь процессы на границе, со-

провождающие рост кристалла. С учетом относительно высокой диффузионной 

подвижности компонентов при данной температуре, а также малых размеров рас-

тущих кристаллов изменения концентраций компонентов по сечению практиче-

ски не наблюдается. В аморфной фазе, не имеющей внешней границы, на опреде-

ленном удалении от кристалла концентрации всех компонентов остаются близки-
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ми к значениям, характеризующим исходный состав фазы. С приближением к 

кристаллу всё большее влияние на состав оказывают процессы роста. В результа-

те вблизи границы кристалла в аморфной фазе устанавливается определенный 

концентрационный градиент, величина которого зависит, в том числе, и от коэф-

фициентов диффузии компонентов, входящих в ее состав. 

 

4.6.3. Математическое моделирование роста кристаллов при различных 

режимах получения нанокристаллических сплавов типа FINMET. 

При получении на практике нанокристаллической структуры путем термиче-

ской обработки аморфной ленты основными варьируемыми параметрами являют-

ся химический состав сплава и режим его термообработки. Исследуемая группа 

сплавов типа FINMET содержит помимо Fe ряд таких компонентов как Si, B, Nb и 

Cu. При подборе состава, как правило, изменяют содержание Cu и Nb. При этом 

считается, что Cu влияет на процесс образования зародышей кристаллической фа-

зы, понижая температуру начала выделения кристаллов первичной фазы a-Fe(Si) 

из аморфной матрицы, а Nb ограничивает рост кристаллов, повышая стабильность 

остаточной аморфной фазы к кристаллизации. Поскольку данная работа посвяще-

на изучению роста кристалла, то наибольший интерес связан с влиянием Nb на 

данный процесс. Кроме того, одним из важнейших факторов формирования той 

или иной структуры сплава является термовременной режим обработки аморфно-

го сплава. 

Проведены расчеты 100 различных режимов термообработки для 5 сплавов с 

различным содержанием Nb (рис. 15 – 18). На рис. 15 показано влияние темпера-

туры и времени выдержки на размер кристалла. Видно, что оптимальный размер 

кристалла 10…30 нм при часовой выдержки (3,6·103 с) достигается в широком ин-

тервале температуры 843…913 К. При температуре 803 К размер в 10 нм дости-

жим только после 3 часов выдержки, в то время как при 943 К такой результат 

получается уже после 5 мин. 



 

Рис. 15. Влияние температуры

 

Кривые изменения скорости

(рис. 16). Однако с повышением

роста увеличивается, при этом

При повышении температуры

значение скорости смещается

что увеличение температуры

менном интервале. Таким

больше, чем при 843 К во
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Влияние температуры и времени выдержки на размер

изменения скорости роста кристалла во времени

повышением температуры максимальное

при этом максимум смещается влево по

повышении температуры на 100 градусов с 863 К до

скорости смещается на один порядок – со 100 с до 10

температуры вызывает повышение скорости

Таким образом, скорость роста при температуре

во всем временном интервале термообработки

выдержки на размер кристалла 

во времени имеют схожий вид 

максимальное значение скорости 

смещается влево по временной шкале. 

К до 963 К максимальное 

с до 10 с. Нужно отметить, 

повышение скорости роста во всём вре-

роста при температуре 863 К будет 

интервале термообработки. 



 

Рис. 16. Изменение скорости

Обратное влияние оказывает

(рис. 17). На рисунке представлены

мени термообработки при

ходном сплаве. Как и в случае

дит не только к изменению

мального её значения по временной

кристалла наблюдается при

скорости  при этом располагается

4 % приводит к снижению

на порядок, в район 100

ходит не только в районе максимального

менном интервале. 
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Изменение скорости роста кристалл во времени при различной

термообработки 

влияние оказывает изменение содержания 

рисунке представлены кривые скорости роста в зависимости

термообработки при температуре 863 К и различном содержании

Как и в случае с температурой, изменение содержания

к изменению значения скорости роста, но и к

значения по временной шкале. Однако максимальная

при минимальном содержании Nb 1,735 

этом располагается в районе 10 с. Увеличение

снижению скорости роста, а также смещению

район 100 с. Необходимо отметить, что снижение

только в районе максимального значения, но и во

времени при различной температуре 

содержания Nb в составе сплава 

скорости роста в зависимости от вре-

различном содержании Nb в ис-

зменение содержания Nb приво-

роста но и к смещению макси-

максимальная скорость роста 

1,735 мас. %, максимум 

Увеличение содержания Nb на 

также смещению максимума почти 

что снижение скорости проис-

во всем оставшемся вре-



 

Рис. 17. Изменение скорости роста

 

Влияние содержания

ставлено на рис. 18. Видно

начинается рост кристалла

1,735 % Nb размер кристалла

(≈ 3,6·103 с) приближается

с содержанием Nb 9,735 %

Размер 20 нм при таком содержании

держки (≈ 104 с). За такое

высит 30 нм. 
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скорости роста кристалл во времени при различном содержании

содержания Nb на размер кристалла при температуре

Видно, что чем меньше содержания Nb

ост кристалла. Так, уже через 20 мин (≈ 10

размер кристалла достигает 10 нм, а после

приближается к 20 нм.  В то же время часовая термообработка

,735 % позволяет получить кристалл размером

при таком содержании Nb достижим только после

За такое же время в сплаве с 1,735 % Nb 

различном содержании Nb в сплаве 

при температуре 863 К пред-

Nb в сплаве, тем раньше 

≈ 103 с) при содержании 

а после часовой выдержки 

часовая термообработка сплава 

кристалл размером лишь 10 нм. 

только после трехчасовой вы-

 размер кристалла пре-



 

Рис. 18. Влияние содержания

 

Обсуждение результатов

С повышением температуры

движения частиц, в результате

процессы, в том числе процессы

аморфная фаза. Кроме того

как следствие, массоперенос

ратуры повышается скорость

16). Необходимо отметить

фактором являются процессы

приводит к более значительному

этапами роста, когда сдерживающим
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Влияние содержания Nb и времени выдержки на размер

при температуре выдержки 863 К 

результатов 

повышением температуры происходит увеличение

частиц в результате этого интенсифицируются

том числе процессы массопереноса на границе

Кроме того, ускоряется диффузия всех компонентов

массоперенос в объеме обеих фаз. Поэтому с увеличением

повышается скорость роста кристалла на всем временном

Необходимо отметить, что в начальный период роста, когда

являются процессы массопереноса на границе, повышение

значительному увеличению скорости по сравнению

сдерживающим фактором является процесс

 
выдержки на размер кристалла 

увеличение скорости теплового 

интенсифицируются физико-химические 

на границе раздела кристалл – 

диффузия всех компонентов системы и, 

Поэтому с увеличением темпе-

всем временном интервале (рис. 

период роста, когда лимитирующим 

границе повышение температуры 

скорости по сравнению с поздними 

является процесс отвода Nb от 
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границы кристалла. Таким образом, увеличение температуры оказывает большее 

влияние на первом этапе, существенно увеличивая скорость роста кристалла. Чем 

выше температура, тем быстрее происходит накопление Nb вблизи его границы, и 

тем раньше процесс отвода Nb начинает лимитировать процесс роста кристалла. 

Поэтому с повышением температуры максимум на кривых скорости роста (рис. 

16) смещается влево по временной шкале. 

Изменение содержания Nb в сплаве оказывает обратное воздействие. Nb пре-

пятствует росту, и снижение его концентрации увеличивает скорость роста кри-

сталла на протяжении всего времени термообработки. Однако повышение скоро-

сти в разные промежутки времени происходит по-разному. В результате сниже-

ния количества Nb в сплаве повышается концентрация Fe. Увеличение концен-

трации основного составляющего компонента кристалла вблизи границы приво-

дит к тому, что там интенсифицируются процессы массопереноса, ускоряя его 

рост. Кроме того, в результате снижения общего количества Nb скорость его на-

копления около границы будет значительно ниже. Поэтому на первом этапе роста 

кристалла уменьшение содержания Nb приводит к резкому увеличению скорости 

роста (рис. 17). На втором этапе лимитирующим процессом является диффузия 

Nb, а скорость диффузии зависит от градиента концентрации. С понижением об-

щего содержания Nb в сплаве градиент концентрации Nb между границей кри-

сталла и аморфной фазой будет расти, следовательно, будет расти и скорость 

диффузии. Однако в сравнении с первым этапом влияние концентрации Nb на 

скорость становится значительно меньше (рис. 17). В результат, уменьшение кон-

центрации Nb в сплаве приводит к увеличению скорости роста кристаллов, осо-

бенно это проявляется на первом этапе. При этом максимальное значение скоро-

сти смещается влево по временной шкале. 

 



 

4.6.4. Сопоставление

данными. 

Сопоставление результатов

пературе отжига с экспериментальными

ных источников, приведено

Рис. 19. Изменение размера кристаллов
1 – Результаты расчета;  
2 – Экспериментальные данные
3 – Назипов Р.А. Процессы нанокристаллизации
Р.А. Назипов, А.В. Митин, Н А

ситета. – 2005. – Т.147. – С. 80
4 – Herzer G. NanocrystaIIine Soft Magnetic Materials Physica Scripta. Vol
5 – Кекало И.Б. Нанокристалличе
М: МИСиС, 2000. - С. 227. 
 

Результаты расчета размера

измерений среднего размера

онной линии твердого раствора

тами аналогичных измерений

литов сплава 5БДСР после
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Сопоставление результатов расчета с э

Сопоставление результатов расчета размера кристаллов при

отжига с экспериментальными данными, а также данными

источников приведено на рис. 19. 

размера кристаллов в зависимости от температуры часовой

кспериментальные данные (Глава 2, табл. 2.4); 
Процессы нанокристаллизации в аморфных сплавах системы
Митин, Н.А. Зюзин // Ученые записки Казанского государственного

С. 80-96. 
Herzer G. NanocrystaIIine Soft Magnetic Materials Physica Scripta. Vol

Нанокристалличеcкuе магнитномягкие материалы: курс

Результаты расчета размера кристаллов (линия 1 рис

среднего размера кристаллитов по уширению первой

твердого раствора (группа точек 2 рис. 19) согласуются

аналогичных измерений других авторов (рис. 19). Средний

БДСР после отжига при температуре 500 …550 

расчета с экспериментальными 

кристаллов при различной тем-

а также данными из литератур-

 
температуры часовой выдержки:  

аморфных сплавах системы Fe-Cu-Nb-Si-B / 
Казанского государственного универ-

Herzer G. NanocrystaIIine Soft Magnetic Materials Physica Scripta. Vol. T49, 307-314, 1993 
материалы курс лекций. / И.Б. Кекало. - 

линия рис. 19), а также данные 

уширению первой интерференци-

согласуются с результа-

Средний размер кристал-

…550 ºС составил 5…15 
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нм. Отжиг в интервале 550...600 ºС привел к росту до 10…20 нм. Повышение тем-

пературы в область второго интервала кристаллизации (> 680 ºС) приводит к уве-

личению размера до 30…50 нм и более. 

Проведенное моделирование режимов термической обработки сплава 

5БДСР показывает, что расчетные данные сопоставимы с экспериментальными. 

Это дает возможность говорить о применимости данной методики для прогнози-

рования конечного размера кристаллов при различных режимах термообработки 

аморфного сплава 5БДСР. 

Кроме того, универсальность модели допускает возможность расчета роста 

кристаллов в различных системах с произвольным количеством компонентов. По-

этому таким способом можно подбирать режимы термообработки для различных 

аморфных сплавов, что при удовлетворительной точности значительно ускоряет 

такую работу в сравнении с экспериментальным подбором.  

 

4.6.5. Сравнение режимов получения нанокристаллических сплавов типа 

FINMET. 

Изменяя температурный режим термообработки, а также содержание Nb в 

сплаве можно управлять процессом роста кристаллов. Из вышесказанного следу-

ет, что размер кристалла в пределах 10…20 нм можно получить в широком диапа-

зоне температуры (рис. 15), а также при различном содержании Nb (рис. 18). При 

этом время выдержки может варьироваться от нескольких минут при высокой 

температуре и низкой концентрации Nb до десятков часов при низкой температу-

ре и высокой концентрации Nb. 

Проведены расчеты 100 различных режимов термообработки для 5 сплавов с 

различным содержанием Nb. Влияние этих параметров на размер кристалла после 

часовой выдержки представлено на рис. 20. Видно, что при высоком содержании 

(9,735 %) Nb и высокой температуре (923…953 К) кристалл имеет размер чуть бо-

лее 30 нм, в то время как при содержании 1,735 % Nb в этом интервале темпера-

туры размер достигает 60 нм. 



 

На практике наилучшими

ческие сплавы с кристаллами

образуется при выдержке

часа при температуре 863 

ся при часовой выдержки

(точка 2, рис. 20). А при темпера

терен для сплава с 1,735 % 

ложить, что наилучшим

ствуют точке 1 на рис. 20. 

менение скорости роста

контролировать этот процесс

Рис. 20. Влияние содерж

Изменение скорости роста

ных случаев показано на рис
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практике наилучшими магнитными свойствами обладают

кристаллами размером примерно 20 нм.  Такой

выдержке сплава с концентрацией 5,735 % 

температуре 863 К (точка 3, рис. 20). Этот же размер

выдержки с температурой 853 К сплава с содержанием

А при температуре 843 К размер кристалла

сплава с 1,735 % Nb (точка 1, рис. 20). Исходя из этого

наилучшим будет являться режим, при котором

на рис. 20. Однако одним из важнейших параметров

роста с течением времени. Чем выше скорость

контролировать этот процесс.  

Влияние содержания Nb и температуры термообработки на

после часовой выдержки 

Изменение скорости роста кристалла во времени в каждом

показано на рис. 21. В начальный временной отрезок

обладают нанокристалли-

.  Такой размер кристалла 

 5,735 % Nb в течении одного 

же размер кристалла получит-

сплава с содержанием 3,735 % Nb 

размер кристалла 20 нм будет харак-

Исходя из этого, можно предпо-

при котором параметры соответ-

важнейших параметров является из-

Чем выше скорость, тем сложнее 

термообработки на размер кристалла 

времени в каждом из трех описан-

временной отрезок времени ско-



 

рость роста выше кристалла

обработки здесь минимальная

зываясь меньше, чем в сплаве

рость продолжает снижаться

Рис. 21. Изменение скорости роста

с различным

b – 3,753 % Nb, T = 853 K; c 

И хотя после часовой

лов будут практически одинаковыми

работки имеет свои особенности

рис. 20) при температуре

чем пик скорости смещен

кристаллизации сопровождается
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выше кристалла, содержащего 1,735 % Nb (рис. 2

здесь минимальная. Однако уже через 5 мин скорость

в сплаве, содержащем 5,735 % Nb. С течением

продолжает снижаться, в итоге оказываясь самой низкой

Изменение скорости роста кристалла в зависимости от времени

с различным содержанием Nb: a – 1,753 % Nb, T = 843

3,753 % Nb, T = 853 K; c – 5,753 % Nb, T = 863 K.

после часовой выдержки в каждом из трех сплавов

практически одинаковыми (рис. 20), каждый из трех

особенности. При обработке сплава с 1,735 % 

туре 843 К наблюдается самая высокая скорость

смещен максимально влево (рис. 21). Учитывая

кристаллизации сопровождается значительным выделением тепла

рис. 21.), хотя температура 

мин скорость резко падает, ока-

течением времени ско-

самой низкой. 

 
от времени выдержки для сплавов, 

= 843K; 

5,753 % Nb, T = 863 K. 

трех сплавов размеры кристал-

каждый из трех способов термооб-

сплава с 1,735 % Nb (точка 1, 

самая высокая скорость роста, при-

Учитывая, что процесс 

выделением тепла, интенсифика-
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ция роста в данном случае может привести к неконтролируемому повышению 

температуры и нарушению режима термообработки. С этой точки зрения режим в 

точке 1 рис. 20 является наиболее нестабильным. И наоборот, режим в точке 3, 

рис. 20 из трёх представленных является наиболее равномерным, и потому наибо-

лее предпочтительным. Выбор именно такого режима (состава сплава и темпера-

туры термообработки) в качестве оптимального подтверждается и эксперимен-

тально [31, 38, 41, 42]. В этом случае обеспечивается средний размер кристаллов 

порядка 20 нм, что и обеспечивает комплекс уникальных магнитных свойств 

сплава. 

 

4.7. Заключение 

Для решения уравнений математической модели роста наночастицы новой фа-

зы в бесконечном пространстве совершен переход от задачи с движущейся грани-

цей к задаче с фиксированным положением границы методом выпрямления фрон-

тов, составлена соответствующая разностная задача, разработан алгоритм ее реше-

ния и на его основе создана программа для ЭВМ. 

Проведенные расчеты показали качественное соответствие полученных ре-

зультатов теоретическим представлениям. В процессе роста частицы происходит 

перераспределение компонентов в системе. Обеспечивающие рост кристалла Fe и 

Si переходят из аморфной фазы в кристаллическую, в то время как малораствори-

мые компоненты B и Nb скапливаются возле границы. Это создает вблизи кристал-

ла слой с низким содержанием Fe и Si, что резко замедляет скорость его роста. По-

скольку скорость диффузии B значительно превышает скорость диффузии Nb, то 

рост кристалла лимитирует процесс отвода Nb от границы кристалла в глубь 

аморфной фазы. 

Процесс роста кристалла можно разделить на два этапа. На первом (до 100 с), 

скорость роста определяется скоростью массопереноса компонентов через поверх-

ность раздела кристалл – аморфная фаза. На втором (более 100 с), рост кристалла 

лимитирует процесс отвода Nb от границы кристалла в глубь аморфной фазы. 
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В начальный период роста, когда лимитирующим фактором являются процес-

сы массопереноса на границе, повышение температуры приводит к более значи-

тельному увеличению скорости роста кристалла по сравнению с поздними этапами 

роста, где сдерживающим фактором является процесс отвода Nb от границы кри-

сталла. При этом максимальное значение скорости роста смещается влево на вре-

менной шкале. 

Снижение концентрации Nb в сплаве приводит к увеличению скорости роста 

кристаллов, а также смещению максимума влево на временной шкале, причем наи-

более сильно это проявляется на первом этапе. 

Моделирование процесса термической обработки сплава 5БДСР в первом 

температурном интервале дает удовлетворительное совпадение размера кристаллов 

с результатами экспериментов. Разработанная модель, и созданная на её основе 

компьютерная программа дают возможность прогнозирования и анализа режимов 

получения нанокристаллической структуры. Комбинируя выбор режима термооб-

работки с изменением содержания Nb в сплаве, можно определить необходимые 

условия роста нанокристаллов в реальных процессах производства. Это может по-

зволить заменить часть первичных дорогостоящих натурных опытов соответст-

вующими расчетами. 

В работе изучен рост кристалла в аморфном сплаве. Предложен математиче-

ский метод описания этого процесса. Составлена модель, позволяющая прогнози-

ровать конечный размер кристалла и скорость его роста при нанокристаллизации 

аморфных сплавов различного состава. 
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 

1. Экспериментально изучен процесс роста кристаллов α-Fe(Si) при нанокри-

сталлизации аморфного сплава 5БДСР. Получены количественные и качест-

венные данные, характеризующие процесс роста кристалла. Сформулированы 

принципы, заложенные в основу модели роста кристалла. 

2. Разработана математическая модель роста нанокристаллов в аморфном 

сплаве. Модель построена без каких-либо априорных допущений о характере 

процесса. Модель построена на принципах равновесной и неравновесной тер-

модинамики, учитывает тепловые и диффузионные процессы в аморфном 

сплаве и растущем кристалле, тепловые и химические процессы на границе 

кристалл–аморфная фаза. Модель позволяет определять изменение размера 

кристалла во времени, температуру и концентрации компонентов в любой 

точке аморфной и кристаллической фаз в любой момент времени. Модель по-

зволяет проводить расчеты при изменяющейся по заданному закону темпера-

туре аморфной фазы. Создана компьютерная программа, позволяющая выпол-

нять необходимые расчеты. 

3. Проведенные расчеты показали, что в процессе роста частицы происходит 

перераспределение компонентов в системе. Обеспечивающие рост кристалла 

Fe и Si переходят из аморфной фазы в кристаллическую, в то время как мало-

растворимые компоненты B и Nb скапливаются возле границы. Это создает 

вблизи кристалла слой с низким содержанием Fe и Si, что резко замедляет 

скорость его роста. Поскольку скорость диффузии B значительно превышает 

скорость диффузии Nb, то рост кристалла лимитирует процесс отвода Nb от 

границы кристалла в глубь аморфной фазы. 

4. Процесс роста кристалла можно разделить на два этапа. На первом, ско-

рость роста определяется скоростью массопереноса компонентов через по-
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верхность раздела кристалл – аморфная фаза. На втором, рост кристалла ли-

митирует процесс отвода Nb от границы кристалла в глубь аморфной фазы. 

5. Моделирование процесса термической обработки сплава 5БДСР в первом 

температурном интервале дает удовлетворительное совпадение размера кри-

сталлов с результатами экспериментов. Разработанная модель и созданная на её 

основе компьютерная программа дают возможность прогнозирования и анализа 

режимов получения нанокристаллической структуры. Комбинируя выбор ре-

жима термообработки с изменением содержания Nb в сплаве, можно опреде-

лить необходимые условия роста нанокристаллов в реальных процессах произ-

водства. Это может позволить заменить часть первичных дорогостоящих на-

турных опытов соответствующими расчетами. 
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Приложения 

Приложение 1 

Некоторые математические соотношения 
 

1. Для любого дифференцируемого вектора a  и любой дифференцируемой скалярной ве-
личины y  справедливо соотношение [128]:  

( )div div gradya y a a y= + ⋅ . (П1.1) 

2. Для любой скалярной величины y , являющейся функцией эйлеровых координат и вре-

мени, полная и частная производные по времени связаны соотношением [126]:  

grad
dy y

w y
dt t

∂= + ⋅
∂

, (П1.2) 

где  w – скорость соответствующей материальной точки среды. 
3. Для произвольной дифференцируемой локальной скалярной величины y , относящейся 

к среде без источников и стоков массы, справедливо соотношение [122]:  

( )( )
div

dy y
y w

dt t

ρρ ρ∂= +
∂

, (П1.3) 

где  ρ  – локальная плотность среды. 
4. Для любой непрерывно дифференцируемой векторной функции a , определенной в од-

носвязной области V , ограниченной гладкой поверхностью F  , справедлива формула Остро-
градского–Гаусса – [129]: 

diva dV a n dF= ⋅∫ ∫ F

V F

, (П1.4) 

где  n
F

– единичный вектор внешней нормали к поверхностиF . 

5. Для интеграла от непрерывно дифференцируемой локальной функции yпо области V  с 

движущейся границей F справедливо соотношение [126]:  
d y

ydV dV y w n dF
dt t

∂= + ⋅
∂∫ ∫ ∫ F F

V V F

, (П1.5) 

где  w
F

 – скорость перемещения границы. 

6. Если поле вектора a обладает сферической симметрией, то в сферической системе коор-
динат [128]  

( )2

2

1 r a
diva

r dr

∂
= , (П1.6) 

где r   – полярный радиус, a  – проекция вектора a на радиус-вектор r . 
7. Если поле вектора скалярной величины y обладает сферической симметрией, то в сфери-

ческой системе координат [128]  

0grad
y

y r
dr

∂= , (П1.7) 

( ) 2
2

1
div grad

y
y y r

r r r

∂ ∂ ∆ = =  ∂ ∂ 
, (П1.8) 

где 0r  – орт радиус-вектора r .  



 139

Приложение 2 

Однородные функции 

Функция ( )1 1,..., , ,...,l sf x x y y  называется однородной функций k -ой  степени перемен-

ных 1,..., lx x , если для любого числа λ   выполняется соотношение  

( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,k
l s l sf x x y y f x x y yλ λ λ= . (П2.1) 

Согласно теореме Эйлера [55], такая функция удовлетворяет соотношению   

( ) ( )1 1 1 1
1

,..., , ,..., ,..., , ,...,
l

l s i l s
i i

k f x x y y x f x x y y
x=

∂=
∂∑ . (П2.2) 

Использование этой теоремы в термодинамике основано на том, что экстенсивные 
функции ƒэ параметров состояния системы (внутренняя энергия, энтропия, свободная энергия 
Гиббса, объем и т.п.) являются  однородными функциями первой степени экстенсивных пара-
метров состояния системы [55]. Следовательно, для таких функций 1k =  и (П2.10) можно за-
писать в виде  

( ) ( )э 1 1 э 1 1
1

,..., , ,..., ,..., , ,...,
l

l s i l s
i i

f x x y y x f x x y y
x=

∂=
∂∑ , (П2.3) 

где 1,..., lx x  – экстенсивные параметры состояния системы (массы компонентов, объем и т.п.), а 

1,..., sy y  – интенсивные параметры (температура, давление и т.п.).  Интенсивные функции ƒи 

параметров состояния системы (химические потенциалы компонентов, парциальные величины 
и т.п.) является однородными функциями нулевой степени экстенсивных параметров состояния 
системы [55]. Следовательно, для таких функций 0k =  и (П2.10) можно записать в виде  

( )и 1 1
1

,..., , ,..., 0
l

i l s
i i

x f x x y y
x=

∂ =
∂∑ . (П2.4) 

  



 140

Приложение 3 

3. Баланс внутренней энергии 

3.1. Некоторые вспомогательные соотношения  
Выведем ряд соотношений равновесной термодинамики, которые пригодятся нам в даль-

нейшем. Рассмотрим абстрактную гомофазную равновесную термодинамическую систему, со-
стоящую из k  компонентов. Независимыми переменными, описывающими состояние системы, 

будем считать температуру T , давление P  и массы компонентов 1,..., km m . Так как энтальпия 

системы H , её внутренняя энергия U  и объём V  связаны соотношениями 
H U PV= + , (П.3.1) 

1

,
k

i
i

i

H H H
dH dT dP dm

T P m=

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂∑  (П.3.2) 

то с учётом первого закона термодинамики энтропия S системы определяется соотношением 

( ) ( )
k

i
i

i

dQ H H H
dS dU PdV dH VdP dT V dP dm

T T T T T T P T m1=

1 1 1 ∂ 1 ∂ 1 ∂ = = + = − = + − + ∂ ∂ ∂ 
∑    

и, следовательно, 

.
S H

V
P T P

∂ 1 ∂ = − ∂ ∂ 
 (П.3.3) 

С другой стороны, из выражения дифференциала свободной энергии Гиббса G  системы, 
k

i i
i

dG SdT VdP dmµ
1=

= − + +∑ , 

где iµ – химический потенциал i -го компонента, следует 

G
S

T

∂ = −
∂

,  
G

V
P

∂ =
∂

  и   .
S G G V

P P T T P T

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − = − = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

Сравнивая это выражение с (П.3.3), получим 

.
H V

V T
P T

∂ ∂= −
∂ ∂

 (П.3.4) 

Вводя термодинамический коэффициент расширяемости 

,P
P

V

V T
α 1 ∂ =  ∂ 

 (П.3.5) 

это соотношение можно записать в виде 

( ).P

H
V T

P
α∂ = 1−

∂
 (П.3.6) 

Учтя ещё, что 

P

H
C

T

∂ =
∂

, (П.3.7) 

где PC  –теплоёмкость системы при постоянном давлении, запишем (П.3.2) в виде 

( ) ,P P

k

i i
i

dH C dT V T dP h dmα
1=

= + 1− +∑  (П.3.8) 
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где ih  – парциальная энтальпия  i -го компонента 

.i
i

H
h

m

∂=
∂

 (П.3.9) 

Пусть m – масса системы и 

,
H

h
m

=   ,P
P

C
c

m
=   

V
v

m
=  (П.3.10) 

−  соответственно удельная энтальпия, удельная теплоёмкость при постоянном давлении и 
удельный объём системы. Подставляя в (П.3.8) вместо , ,PH C V  вытекающие из (П.3.10) вы-

ражения, получим 

( ) ( ) ( )P P

k

i i
i

d mh mc dT mv T dP h d mcα
1=

= + 1− +∑  

или 

( ) 0.P P

k k

i i i i
i i

m dh c dT v T dP h dc h h c dmα
1 1= =

   
− − 1− − + − =   

   
∑ ∑  (П.3.11) 

Так как энтальпия H  является экстенсивной величиной, то есть однородной функцией [55] 

первой степени своих экстенсивных аргументов 1,..., km m , то соответствии с (П2.3)  

k

i i
i

H h m
1=

=∑ . 

Деля это равенство на m, найдём 
k

i i
i

h h c
1=

=∑ . (П.3.12) 

Из (П.3.11) с учётом (П.3.12) получим 

( )P P

k

i i
i

dh c dT v T dP h dcα
1=

= + 1− +∑ . (П.3.13) 

В (П.3.13) не все концентрации ic  являются независимыми величинами, так как связаны 

соотношением (П.1.14). Выражая из него kc : 

,k

k

i
i

c c
1

1=

−
=1−∑  (П.3.14) 

получим 

( ) ,
k k

i i i ik
i i

h dc h h dc
1

1 1= =

−
= −∑ ∑  (П.3.15) 

( ) ( ) .P P

k

i ik
i

dh c dT v T dP h h dcα
1

1=

−
= + 1− + −∑  (П.3.16) 

Заметим, что аналогично (П.3.12) удельная теплоёмкость Pc  связана с парциальными теп-

лоёмкостями 

, ,..., ,P
Pi

i

C
c i k

m
1

∂= =
∂

 (П.3.17) 

соотношением  
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P P

k

i i
i

c c c
1=

=∑  (П.3.18) 

или, с учётом (П.3.14), 

( ) .P P Pk Pk

k

i i
i

c c c c c
1

1=

−
= − +∑  (П.3.19) 

 

3.2. Локальные уравнения балансов внутренней энергии 
Пренебрегая вязкостью среды, локальное уравнение баланса внутренней энергии можно за-

писать в виде [122] 

div div ,u
du

J P w
dt

ρ = − −  (П.3.20) 

где u  – удельная внутренняя энергия, uJ  – плотность потока внутренней энергии. 

Так как удельный объём v  и плотность ρ  связаны соотношением  

/v ρ1= , (П.3.21) 
то с учётом (П1.2), (3.2.1), (3.1.4), (П1.1) получим 

1
grad = div( ) grad div ,

d
w w w w

dt t v

ρ ρ ρ ρ ρ∂= + ⋅ − + ⋅ = −
∂

 

откуда 

1 1
div  .

d d dv dv
w v v

dt dt v v dt dt

ρ ρ = − = − = = 
 

 

Подставляя это выражение в (П.3.20), найдём 

div u

du dv
P J

dt dt
ρ  + = − 
 

. 

Из (П.3.1), (П.3.10) следует 
h u Pv= + , (П.3.22) 

где u  – удельная внутренняя энергия. С учётом (П.3.21) получим 

div u

dh dP
J

dt dt
ρ = − . (П.3.23) 

Введём плотность теплового потока qJ : 

1

.
k

q u i i
i

J J h J
=

= −∑  (П.3.24) 

qJ  определяет перенос тепла посредством теплопроводности: из uJ  исключается перенос теп-

ла, связанный с перемещениями масс среды. С помощью этого определения уравнение (П.3.23) 
можно записать в виде 

1

div div .
k

q i i
i

dh dP
J h J

dt dt
ρ

=
= − − ∑  (П.3.25) 

Плотности диффузионных потоков ,...,iJ i k=1  не являются независимыми, так как связа-

ны  соотношением (3.1.16). Выражая из него kJ  и используя (П1.1), получим 
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1 1

1 1 1

div div ( ) ( )div grad( )
k k k

i i i k i i k i i i k
i i i

h J h h J h h J J h h
− −

= = =

 = − = − + ⋅ − ∑ ∑ ∑ . 

Подставляя это выражение и следующее из (П.3.16) соотношение 

( )
1

1

1 ( )
k

i
P P i k

i

dh dT dP dc
c v T h h

dt dt dt dt
α

−

=

= + − + −∑  

в (П.3.25), с учётом (П.3.21) получим  

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1

div div grad .
k k k

i
P P i k q i k i i i k

i i i

dT dP dc
c T h h J h h J J h h

dt dt dt
ρ α ρ

− − −

= = =

− + − = − − − − ⋅ −∑ ∑ ∑
 (П.3.26) 
Учитывая, что из (П1.2), (3.2.3) 

grad divi i
i i

dc c
w c J

dt t
ρ ρ ρ∂= + ⋅ = −

∂
, 

применяя к ,
dT d

dt dt

ρ
 формулу (П1.2), запишем равенство (П.3.26) в виде 

( )
1

1

grad grad div grad .P q i i kP

k

i

T P
c w T T w P J J h h

t t
ρ α

−

=

∂ ∂   + ⋅ − + ⋅ = − − ⋅ −   ∂ ∂   
∑    (П.3.27) 

Преобразуем последний член этого равенства. Так как h  и ( )1,...,ih i k=  являются функ-

циями аргументов T , P  и независимых концентраций 1 1,... kc c − , то 
1

1

,
k

i i i
i j

j j

h h h
dh dT dP dc

T P c

−

=

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂∑  (П.3.28) 

где в соответствии с (П.3.7), (П.3.9) 

i P

i i i

h H H C

T T m m T m

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

или, с учётом (П.3.17), 

.i
Pi

h
c

T

∂ =
∂

 (П.3.29) 

Аналогично, в соответствии с (П.3.4), (П.3.9), 

,i i
i

i i i i i

h H H V V V v
V T T v T

P P m m P m T m m T T

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = = = − = − = −       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
 

где iv  – парциальный объём i -го компонента. Введя обозначение 

,i
Pi

Pi

v

v T
α 1 ∂ =  ∂ 

 (П.3.30) 

получим 

( ).i
i Pi

h
v T

P
α∂ = 1−

∂
  (П.3.31) 

Используя (П.3.29), (П.3.31), выражение (П.3.28) можно представить в виде 

( )
1

1

1 ,
k

i Pi i Pi ij j
j

dh c dT v T dP h dcα
−

=

= + − +∑   
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где  

( ), 1,..., ; 1,..., 1i
ij

j

h
h i k j k

c

∂= = = −
∂

. (П.3.32) 

Отсюда 
1

1

grad grad grad grad
k

i i i
i j

j j

h h h
h T P c

T P c

−

=

∂ ∂ ∂= + + =
∂ ∂ ∂∑  

( )
1

1

grad 1 grad grad .
k

Pi i Pi ij j
j

c T v T P h cα
−

=

= + − +∑  

Используя это выражение в (П.3.27), получим 

( )
1

1

grad grad div grad
k

P P P P q Pi Pk
i

T P
c T c w T T w P J c c T

t t
ρ α ρ α

−

=

∂ ∂
= − ⋅ + ⋅ − − − +∂ ∂ ∑  

( ) ( )
1

1

grad grad .
k

i k i Pi k Pk ij kj j i
j

v v T v v P h h c Jα α
−

=


 + − − − + − ⋅ 


∑  (П3.33) 

 

3.3. Глобальное уравнение баланса внутренней энергии  
С помощью (П.3.21), (П.3.22) найдём, что внутренняя энергия фазы ( Ф, )ϒ ϒ = Ψ  опреде-

ляется выражением 

( ) ( )U udV h Pv dV h P dVρ ρ ρ
ϒ ϒ ϒ

ϒ − −= = =∫ ∫ ∫
V V V

. 

Скорость изменения U ϒ
в соответствии с (П1.5) равна 

( ) ( ) ( ) hdU d P
h P dV dV h P w n dF

dt dt t t

ρ
ρ ρ ϒ ϒ

ϒ ϒ ϒ

ϒ ∂ ∂= − = − + − ⋅ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫ F F

FV V

. (П.3.34) 

Применяя последовательно (П1.2), (3.2.1), (3.1.4), (П3.23), (П1.1), (П1.2), (3.2.13), (П3.24), 
(3.1.4), (П3.12), (3.1.3), (3.1.6), (3.1.5), получим 
 

( ) 0 0 0grad div grad div
h h dh dh

h w h h J J h h J
t t t dt dt

ρ ρρ ρ ρ=
∂ ∂ ∂  = + = − ⋅ − − ⋅ − = ∂ ∂ ∂  

 

( ) ( )0 0div div grad divu u

dP P P dw
J J h w P J J h w

dt t t dt
ρ∂ ∂= − − = + ⋅ − + = − −

∂ ∂
 

( ) ( )( )2

1 1 1
div div

2

k k k

q i i i i q i i i
i i i

P d w
J h J whc J h J w

t dt
ρ ρ ρ

= = =

 ∂− + + = − − + + =∑ ∑ ∑ ∂  
 

( )0

1
div ,

k
k

q i i
i

P de
J h J

t dt
ρ

=

∂= − − +∑
∂

 

где  
2

2k

w
e =  (П.3.35) 

– удельная кинетическая энергия фазы ϒ . Подставим полученное выражение в (П.3.34): 
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( )0

1

 
div

k
k

q i i
i

dU de
J h J dV h P w n dF

dt dt
ρ ρ ϒ ϒ

ϒ ϒ

ϒ

=

= −
  + + − ⋅  

  
+∑∫ ∫ F F

V F

. 

Применяя (П1.4), получим 

( )0

1

 k

k
q i i

i

dU de
dV J h J h P w n dF

dt dt
ρ ρ ϒ ϒ

ϒ ϒ

ϒ

=

 
= − + − ⋅ ⋅ 

 
− −∫ ∫ ∑ F F

V
F

 (П.3.36) 

Для фазы Ф с учётом (3.1.2), (3.1.7), (3.1.9) это выражение можно записать в виде 

( )0

1

 
-

nФ

k
q i i

i

dU de dR
dV J h J h P F

dt dt dt
ρ ρ

Φ

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

=

 
= − + − 

 
−∫ ∑

V

. (П.3.37) 

Для удобства восприятия здесь явно указана фаза. Все величины в квадратных скобках от-
носятся к поверхности раздела фаз. 

Поверхность фазы Ψ  состоит из Ψ
F  и Ε

F . Так как на поверхности  Ε
F  теплообмен отсут-

ствует, то 0qJ Ψ = . Последовательно применяя (3.1.5), (3.1.12), (3.1.3), (П.3.12), учитывая по-

стоянство внешнего давления на систему, получим 

( )0

1

-
mm

q j j j j
j j

J h J h P w n dF h w hw n dFρ ρ ρΕ Ε Ε Ε
Ε Ε= =1

  
+ − ⋅ = − ⋅ +  

      
∫ ∫∑ ∑S

F F F F F

F F

 

,
m

j
j

j
dV

Pw n dF w h c hw n dF P w n dF P
dt

ρ ρΕ Ε Ε Ε Ε Ε Ε
Ε Ε Ε

Ε
Ε Ε

=1

 + = − ⋅ + ⋅ = 
 

⋅ ∑∫ ∫ ∫F F F F F F F

F F F

 

где V Ε  – объём всей системы. Используя (3.1.2), (3.1.9), (3.1.11), преобразуем выражение 
(П.3.36) применительно к фазе Ψ : 

( )0 d
-

d

m
k

q j j
j

U de
dV J h J h P w n dF

t dt
ρ ρ Ψ Ψ

ΨΨ

Ψ

=1

⋅
 

= − + − 
  

− −∫ ∑∫ F F

FV

 

( )0 -
m

q j j
j

J h J h P w n dFρ Ε Ε
Ε =1

+ ⋅
 − 
 

− ∑∫ F F

F

 

или 

( )0  m
k

q j j
j

dU de dR dV
dV h J h P F P

dt dt dt dt
Jρ ρ

Ψ

Ψ Ε
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ε

=1

 
= − + + − − − 

  
∫ ∑
V

. (П.3.38)  

Из (П.3.37), (П.3.38), (3.1.10) получим, что скорость изменения внутренней энергии U Ε  

всей системы, U U UΕ Φ Ψ+= , равна 

( )0 0

1

 m n
Фk

q q j j i i
j i

dU de dR
dV J J h J h J h h

dt dt dt
ρ ρ ρ

Ε

Ε
Ψ Ψ Ψ Φ Φ Φ Φ Ψ Ψ

=1 =

=


− + − + − + − −


∑ ∑∫
V

 

( )  dR dV
P P F P

dt dt

Ε
Φ Ψ Φ Ε− − −

. (П.3.39) 

Все величины в квадратных скобках относятся к поверхности Ф Ψ−F F . Последовательно 
применяя соотношения (3.2.8), (3.2.7), (3.2.15), преобразуем выражение в квадратных скобках к 
виду:  
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1

1 1

2

2

i i i

n m n

q q i i i i i i i
i i n i

m n n n
Ф

q q i i i i i i i i i i
i i i i

dR dR dR dR
J J h M I h h M I h

dt dt dt dt

dR dR dR dR
h J J h h M I h h M I

dt R dt dt dt

dR dR dR
h h

dt dt R dt

ρ ρ ρ ρ

γρ ρ ρ

γρ ρ

Ψ Φ Ψ Ψ Ψ Ψ Φ Φ Φ Φ

=1 = +1 =

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Φ Φ Φ

=1 =1 = =

Φ Φ Ψ Ψ

   − + − + − − + −   
   

− − = − + − − + +

+ − − =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

( )
1 1

1

2

2

i

m n
Ф

q q i i i i i
i i

n n

i i i i i
i i

n m
Ф

q q i i i i i
i i

n

i i
i

dR
J J h c h M I

dt

dR dR dR dR
h c h M I h h

dt dt dt R dt

dR
J J I M h h h c h

dt

dR dR
h c h

dt R dt

ρ

γρ ρ ρ

ρ

γρ

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=1 =1

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Ψ Ψ

= =

Ψ Φ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=1 =1

Φ Φ Φ Φ

=

− + − −

− + + − − =

 = − + − + − − 
 

 − − − 
 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

 
Заметим, что в соответствии с (П.3.12) 

1

0, 0
i j

n m

i j
i j

h c h h c hΦ Φ Φ Ψ Ψ Ψ

= =1

− = − =∑ ∑ . 

Введём обозначения: 

( ), 1,...,i i iH M h h i nΦ Ψ= − =∆ i  (П.3.40) 

 
В соответствии с (П.1.1) величина iH∆  является мольной энтальпией перехода компонента iE

из фазы Ψ   в макрофазу Φ . С учётом всего этого соотношение (П.3.39) может быть записано 
в виде 

 2  n
Фk

q q i
i

dU de dR dV
dV J J I H F P

dt dt R dt dt

γρ
Ε

Ε Ε
Ψ Φ Ε

=1

=
 − + − + − − 
 

∆∑∫
V

i   (П.3.41) 

 
 

Найдём скорость изменения кинетической энергии kE  системы. 

Так как 

k

V

kE e dVρ
Ε

= ∫ , 

то, применяя последовательно (П1.5), (П1.3), (П1.4), получим 

( ) kk
k k F

edE d
e dV dV e w n dF

dt dt t

ρ
ρ ρ Ε Ε

Ε Ε Ε

Ε

=
∂

= + ⋅ =
∂∫ ∫ ∫ F

V V F

 

( )k
k k

de
dV div e w dV e w n dF

dt
ρ ρ ρ Ε Ε

Ε Ε Ε

= − + ⋅ =∫ ∫ ∫ F F

V V F

 

k
k k

de
e w n dF e w n dF

dt
dVρ ρ ρΕ Ε Ε

Ε Ε Ε

+= − ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫F F F

V F F

 



 147

или, учтя (3.1.12), 

 
.k kdE de

dV
dt dt

ρ
Ε

Ε

= ∫
V

 (П.3.42) 

Таким образом, скорость изменения полной энергии системы EΕ , состоящей в нашем слу-
чае из внутренней и кинетической энергий,  

,kE U EΕ Ε Ε= +  

согласно (П.3.41), (П.3.42) равна 

.
 2n

q q i i
i

dE dR dV
J J I H F P

dt R dt dt

γΕ Ε
Ψ Φ Φ Ε

=1

=
 − + ∆ − − 
 

∑  (П.3.43) 

За счёт изменения энергии EΕ  система совершает работу по увеличению площади поверхности 

раздела ФF  с мощностью 

( )2 22    
4 8 4

dF d dR dR
W R R R

dt dt dt R dtγ
γγ γ π γ π π

Φ

= = = = ⋅⋅  

или  

Ф  d

d

R
W F

R tγ
γ2

= ⋅ , (П.3.44) 

и работу по увеличению объёма V Ε  всей системы с мощностью 

d

dV

V
W P

t

Ε
Ε= . (П.3.45) 

Так как из закона сохранения энергии системы следует 

0,
 

V

dE
W W

dt γ

Ε

+ + =  

то, используя (П.3.43–3.45), получим 

0
n

q q i i
i

J J I HΨ Ψ

=1

− + ∆ =∑ . (П.3.46) 

Напомним, что плотности тепловых потоков qJ Ψ  и Ф

qJ  в (П.3.46) относятся к точкам поверхно-

сти раздела фаз. 
При выводе (П.3.46) мы для простоты пренебрегли поверхностными эффектами на поверх-

ности Ε
F , ограничивающей всю систему, считая размеры системы достаточно большими. Лег-

ко видеть, что соотношение (П.3.46) остаётся справедливым и при учёте таких эффектов. 
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Приложение 4 

4. Баланс энтропии 

4.1. Локальные уравнения балансов энтропии  
Локальное уравнение баланса энтропии имеет вид [122] 

div ,s

ds
J

dt
ρ σ= − +  (П.4.1) 

где s – удельная энтропия, sJ  – плотность потока энтропии, σ  – интенсивность производства 

энтропии (П.производство энтропии в единице объёма среды за единицу времени). В случае, 
когда вязкостью среды можно пренебречь и химические реакции в объёме среды отсутствуют, 

sJ  и σ  определяются выражениями [122] 

( )
1

1 k

s q i i i
i

J J h J
T

µ
=

 = + −  
∑ , (П.4.2) 

1

1 1
,grad gradq T

k

i i
iT T

J Jσ µ
=

⋅ − ⋅
   =     

∑  (П.4.3) 

где k  – число компонентов в соответствующей точке фазы: k n=  для фазы Ф и k m=  для фа-

зы Ψ , grad i
T

µ 
 

 – градиент химического потенциала i -го компонента, вычисленный при ус-

ловии постоянства температуры. 
Так как ( ), , ,..., ,i i kT P c cµ µ 1 −1=  то 

1

1

grad grad grad
k

jT
j

i i
i

j
c

P c
P

µ µµ
−

=

=
∂ ∂

  +  ∂ ∂∑ , 

или, вводя обозначения 

, ,..., , ,...,i

j
ij k j ki

c
µµ = 1 =1 −1∂ =∂

 (П.4.4) 

и учтя, что 

i
iv

P

µ∂ =
∂

, (П.4.5) 

получим  
1

1

grad grad gradij jT

k

i i
j

v cP µµ
=

=
−

 
  +∑ . (П.4.6) 

Плотности диффузионных потоков , 1,..., ,iJ i k=  входящие в (П4.2), (П4.3), линейно зави-

симы, так как связаны соотношением (3.1.16). Выражая kJ  через 1 1
,..., kJ J − , преобразуем 

(П.4.2), (П.4.3) к виду 

( )
1

1

1
- -S q

k

i i ik k
i

J J h h J
T

µ µ
−

=

=
 

+ + 
 

∑ , (П.4.7) 

( )
1

1

1 1
grad gradq i k T

k

i
i

J J
T T

σ µ µ
=

⋅ − ⋅
−   = −    
∑ . (П.4.8) 

Выписывая (П.4.8) применительно к фазам Ф  и Ψ , получим 
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( )
1

1

1 1
grad grad

n

q i i n
T

i

J J
T T

σ µ µ
−

Φ Φ Φ Φ Φ

=

   = ⋅ − ⋅ −    
∑ , (П.4.9) 

( )
1

1

1 1
grad grad

m

q j j m
T

j

J J
T T

σ µ µ
−

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

   = ⋅ − ⋅ −    
∑ . (П.4.10) 

 

4.2. Глобальное уравнение баланса энтропии 
Последовательно применяя соотношения (П1.5), (П1.3), (П.4.1), (П1.4), проведём следую-

щие преобразования выражения скорости изменения энтропии фазы ( Ф, ) :ϒ ϒ = Ψ  

( )sdS d ds
s dV sw n dF dV

dt dt t dt
dV

ρ
ρ ρ ρϒ ϒ

ϒ ϒ

ϒ

ϒ ϒ
=

∂
⋅ =

∂
= + −∫ ∫ ∫ ∫F F

V FV V

 

( ) ( )div div divssw dV sw n dF J dV dV sw dVρ ρ σ ρϒ ϒ
ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ

⋅ −− + = + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫
F F

V F V V V

 

( ) .ssw n dF dV J sw sw n dFρ σ ρ ρϒ ϒ ϒϒ
ϒ ϒ ϒ

⋅ + −+ = − ⋅∫ ∫ ∫F F FF

F V F

 

Учитывая (П.4.2), получим 

( ) ( )0

1

1
.

k

q i i i
i

dS
dV J h J sT w J n dF

dt T
σ µ ρ ϒ ϒ

ϒϒ

−

ϒ

=

 = + − − ⋅ 
 

− ∑∫∫ F F

FV

 (П.4.11) 

Для фазы Φ с учётом (3.1.2), (3.1.7) это выражение можно представить в виде 

( ) 0

1

1 n

q i i i
i

dS dR
dV J h J s T J dF

dt T dt
σ µ ρ

Φ Φ

Φ
Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

=

  = + − − −  
  

− ∑∫ ∫
V F

. (П.4.12) 

Для фазы Ψ  поверхностный интеграл в (П.4.11) по поверхности Ε
F  равен нулю, так как qJ =0 

и в силу (3.1.4), (3.1.6), (3.1.12) все диффузионные потоки iJ  равны нулю, 0w Jρ Ε
Ψ=

F
. По-

этому 

( ) ( )0

1

1
-

m

q j j j
j

dS
dV J h J s T w J n dF

dt T
σ µ ρ Ψ Ψ

ΨΨ

−

Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

 
= + − ⋅ 

 
− ∑∫∫ F F

FV

, 

откуда с учётом (3.1.2), (3.1.9), (3.1.11) и связи между ФF  и F Ψ , получим 

( ) 0

1

1
-

m

q j j j
j

dS dR
dV J h J s T J dF

dt T dt
σ µ ρ

Ψ Φ

Ψ
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

=

  = + + − −  
  

∑∫ ∫
V F

. (П.4.13) 

Из (П.4.12), (П.4.13) следует, что скорость изменения энтропии SΕ  всей системы, 

S S SΕ Φ Ψ+= , равна 

( )

( )
1

0 0

1

1
-

-

m

q q i i i
i

n

i i i
i

dS dS dS
dV dV J J h J

dt dt dt T

dR dR
h J s T J s T J dF

dt dt

σ σ µ

µ ρ ρ

Ψ

Φ Ψ Φ

Ε Φ
Ψ Φ Ψ Ψ Ψ

=

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ

=

= + =
+ + − + −


   − + − − −   
   

∑

∑

∫ ∫ ∫
V V F  

Применяя (3.2.9–3.2.12) и производя перегруппировку, получим 
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( )

( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1 1

1
-

- -

n m

q q i i i k k i i
i k

m m n n

i i i k k i i i k k i i
i n k k

n n

i i i i
i i

i

dS
dV dV J J h c M I M I

dt T

h c M I h c M I M I

s T M I s T M I dF

σ σ µ

µ µ

Φ Ψ Φ

Ψ Φ Ψ Ψ Ψ

= =

Ψ Ψ Ψ Φ Φ Φ

= + = = =

Φ Ψ

= =

Ε   = + + − + − +  
 

   + − − +   
   

+ − =


∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∫ ∫ ∫
V V F

 

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 n n

q q i i i i i i
i

m n n n n n

i i k k i i k k i i i i i i
i k k i

m n n n

i i k k i i k k i i
i k k

i

i i

i

dV dV J J h M I h M I
T

h c M I h c M I M I M I

c M I c M I s T M I

σ σ

µ µ

µ µ

Φ Ψ Φ

Ψ Φ Ψ Φ

= =

Ψ Ψ Φ Φ Ψ Φ

= = = = = =

Ψ Ψ Φ Φ Φ

= = = =

= + + − − + +


   + − + − −   
   

   − + +   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∫ ∫ ∫
V V F

1 1

n n

i i
i i

s T M I dFΨ

= =

− =


∑ ∑
  

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 n n

q q i i i i i i
i

n m n n n n

k k i i k k i i i i i i i i
k i k i i

n m n n

k k i i k k i i i i
k i k i

i

i

dV dV J J M h I M h I
T

M I h c M I h c M I M I

M I c M I c s T M I

σ σ

µ µ

µ µ

Φ Ψ Φ

Ψ Φ Ψ Φ

= =

Ψ Ψ Φ Φ Ψ Φ

= = = = = =

Ψ Ψ Φ Φ Φ

= = = =

= + + − − + +


   + − + − −   
   

   − + +   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∫ ∫ ∫
V V F

1 1

n n

i i
i i

s T I dFνΨ

= =

− 


∑ ∑

 

С учетом (П.3.40), (П.3.12) 

( )
1 1 1 1

n n n n

ii i i i i i i i i i i
i ii i

M h I M h I I M h h I HΨ Φ Φ Ψ

= = = =

− + = − = ∆∑ ∑ ∑ ∑ , 

1 1

,
m n

j j i i
j i

h c h h c hΨ Ψ Ψ Φ Φ Φ

= =

= =∑ ∑ . 

Величина 

( )i i i iA M µ µΨ Φ= −   (П.4.14) 

 
является химическим сродством i-ой реакции (3.1.1) перехода компонента i  из фазы Ψ  в фазу 
Φ . Поэтому 

( )
1 1 1 1

n n n n

i i i i i i i i i i i i
i i ii

M I M I I M I Aµ µ µ µΨ Φ Ψ Φ

= = = =

− = − =∑ ∑ ∑ ∑ . 

Кроме того, так как свободная энергия Гиббса фазы 
1

k

i i
i

G mµ
=

=∑ , то удельная свободная энер-

гия Гиббса 
G

g
m

=  равна 
1

k

i i
i

g cµ
=

=∑  и 
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1 1

,
m n

i i i i
i i

c g c gµ µΨ Ψ Ψ Φ Φ Φ

= =

= =∑ ∑ . 

С учетом всего этого получаем. 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 n n n n

q q i i k k k k i i
i k k i

n n n n

k k k k i i i i
k k i i

dS
dV dV

dt

J J I H M I h M I h I A
T

M I g M I g s T M I s T M I dF

σ σ
Φ Ψ

Φ

Ψ Φ Ψ Φ

= = = =

Ψ Φ Φ Ψ

= = = =

Ε
= + +

+ − + ∆ + − + −


− + + − =


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∫ ∫

∫

V V

F

 

( ) ( )
1 1

1 1

1 n n

q q i i i i
i i

n n

k k k k
k k

dV dV

J J I H I A
T

M I g h s T M I g h s T dF

σ σ
Φ Ψ

Φ

Ψ Φ

= =

Ψ Ψ Ψ Φ Φ Φ

= =

= + +

+ − + ∆ + −


− − + + − + 


∑ ∑

∑ ∑

∫ ∫

∫

V V

F

 

 

Так как g h Ts= − , то 0, 0g h Ts g h TsΨ Ψ Ψ Φ Φ Φ− + = − + =  и 

1 1

1 n n

q q i i i i
i i

dS
dV dV J J I H I A dF

dt T
σ σ

Φ Ψ Φ

Ε
Ψ Φ

= =

 = + + − + ∆ + 
 

∑ ∑∫ ∫ ∫
V V F

, 

откуда, учтя (П.3.46), окончательно получаем 

1

n
i

i
i

dS A
dV dV I dF

dt T
σ σ

Φ Ψ Φ

Ε

=

 = + +  
 
∑∫ ∫ ∫

V V F

. (П.4.15) 

Так как тепломассообмен системы с окружающей средой отсутствует, то (П.4.15) определя-
ет полное производство энтропии в системе. Таким образом, полное производство энтропии в 
системе состоит из трёх составных частей: производства энтропии в фазе Ф с интенсивностью 

Фσ , определяемой выражением (П.4.9), производства энтропии в фазе Ψ  с интенсивностью 

σ Ψ , определяемой выражением (П.4.10), и производства энтропии на поверхности раздела фаз 
Ф и Ψ , с интенсивностью 

1

n
i

i
i

A
I

T
σ

=

=∑F
. (П.4.16) 
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Приложение 5 
Алгоритм расчета по математической модели роста  

наночастицы новой фазы в бесконечном пространстве 
 

А0. Пусть в растворе элементов 1,..., mE E  (фаза Ψ ) растет наночастица новой фазы (фаза Φ ), 

состоящая из первых n  ( 1,..., nE E ) выше упомянутых элементов. 

1 1 ,

..,

.n n

Φ Ψ

Φ Ψ

E E

E E

�

…………

�

 (П5.1) 

Для расчета процессов, происходящих при росте частицы должны быть известны следующие 
величины. 
А0.1. Физико-химические характеристики системы частица – раствор: 

а) удельные теплоемкости ,ФP Pc cΨ  фаз Ф  и Ψ  при постоянном давлении; 

б) коэффициенты теплопроводностей ,Ф Ψλ λ  фаз Ф  и Ψ ; 

в) данные по  коэффициентам диффузии: предэкспоненциальные множители 
0 0, 1,.., , 1,..., , , 1,.., , 1,...,ij ijD i n j n D i m j mΦ Ψ= = = =  и энергии активации 

    

 

, 1,.., , 1,..., , , 1,.., , 1,...,ij ijE i n j n E i m j mΦ Ψ= = = = .  

    0 exp ij
ij ij

E
D D

R TΓ

 
=  

 
 имеет физический смысл коэффициента диффузии компонента 

i  в среде компонента j ; 

г) удельные парциальные объемы 
1
,...,

n
ν νΦ Φ
E E

  компонентов 1,..., nE E  фазы Ф  и плотность 

Ψρ  фазы Ψ ; 

д) мольные объемы 
1
,...,

n

Ф Фν ν
E E
ɶ ɶ  компонентов 1,..., nE E  (

i i i

Ф ФMν ν=
E E E
ɶ ;) 

е) мольные энтальпии 0 0
1 ,..., nH H∆ ∆  перехода компонентов 1,..., nE E   из фазы Φ  в фазу 

Ψ  при некоторой базовой температуре *T  близкой к температуре раствора: 

( )0 0 0 , 1,..., ,i i i iH M h h i nΦ Ψ
−= =∆  

где 0
ih ϒ  – парциальная энтальпия i  –го компонента, относящаяся к некоторому стан-

дартному состоянию ( )0 ,i ih h T P∗ Ψ≡ ; 

ж) величины , 1,...,
iPc i n∆ =
E
ɶ : 

( ), 1,...,Pi i Pi PiM c c i nc Φ Ψ= − =∆ ɶ   

где Picϒ  – удельные теплоемкости соответствующих компонентов при постоянном давле-

нии; 
з) величины 1 1,..., , ,...,n nE E B B , входящие в выражения констант распределения  ком-

понентов между фазами: 

( ) exp , 1,..., ;i
i i

E
K T B i n

T
 = + = 
 

 

(равновесные   активности   в   константах   должны   быть выражены в мольных долях); 
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и) функции ( ) ( )1 1 1 1
,..., , 1,..., ; ,..., , 1,...,

n m

Ф

i ic c i n c c i mΨ Ψα α
− −

Φ Φ Ψ= =
E E E E

,  выражающие 

активности компонентов соответствующих фаз через независимые концентрации; 

к) Коэффициенты ( ) ( )1,..., 1 , 1,..., 1i ii n i mγ γΦ Ψ= − = − , входящие в формулу коэф-

фициента поверхностного (межфазного натяжения) частицы 

( ) ( )
1 1

1
1 1

;
n m

i n i n i m n i m
i i

z zγ γ γ γ γ γ γ
− −

Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ
− +

= =

= − + + − +∑ ∑   

     Величины ,i iγ γΦ Ψ  имеют физический смысл коэффициентов поверхностного натяже-

ния фаз из соответствующих чистых компонентов. 
A0.2. Величины и функции, задающие начальное состояние системы: 

а) 0R – начальный радиус частицы; 

б) функции ( ) ( ) ( ); , 1,..., 1; , 1,..., 1Ф

T i ir r i n r i mβ β β Ψ= − = − , задающие распределе-

ния температуры T  и концентраций  
1 1 1 1
,..., , ,...,

n m
c c c c

− −

Φ Φ Ψ Ψ
E E E E

, компонентов  в началь-

ный момент времени (r  – расстояние до центра частицы). 
А0.3. Параметры разностной сетки: 

а)  ,Фn nΨ  – количества узлов пространственной координаты x , для фаз Ф  и Ψ ; 
б) χ  – знаменатель геометрической прогрессии шагов оси x  в фазе Ψ ; 

в) 0τ  – исходный шаг по времени. 

А0.4. Пределы точности ,R Z∆ ∆  для завершения итераций по радиусу частицы и по 

состоянию поверхности раздела фаз, а также 
КОН

t  – полное время процесса, для кото-

рого проводится расчет. 
 

А1. Построение сетки. 

Расчет ( ) ( ), 0,..., ; , 0,...,Ф Ф

j j jl x j n l x j nΨ Ψ= = : 

( )
( )

1

0 1 0
0

1 , , 0,..., ,

, 1, 1 , 1,..., ;

Ф Ф Ф

j

j

j j j i
i

l n x jl j n

l l l l x x l j nΨχ
−

Ψ Ψ
−

=

= = =

= = = = + =∑
 

 
А2. Заполнение нулевого временного слоя. 

00; ; 0;t kτ τ= = =  
0;R R=

⌣
 

( )0 , 0,..., ;Ф Ф Ф

j T jT x R j nβ= =
⌣

 

( )0
, , 1,..., 1; 1,..., ;

i

Ф Ф Ф Ф

j i jc x R i n j nβ= = − =
E

⌣
 

( )0 , 1,..., ;j T jT x R j nβΨ Ψ Ψ= =
⌣

 

( )0
, , 1,..., 1; 0,..., ;

i j jc x R i m j nβΨ Ψ Ψ Ψ= = − =
E i

⌣
 

0, 1,..., ;iI i n= =
⌣

 

A3. Расчет k –го временного слоя (k  = 1, 2, ...). 
А3.1. Определение величин, относящихся к нулевой итерации: 0;s =  
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( )

( )

( )

( )

( )

, ,

, ,

, 0,..., ;

, 1,..., 1; 0,..., ;

, 0,..., ;

, 1,..., 1; 0,..., ;

, 1,..., 1.

i i

i i

Ф s Ф Ф

j j

Ф s Ф Ф

j j

s
j j

s
j j

s
i i

T T j n

c c i n j n

T T j n

c c i m j n

I I i m

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ

= =

= = − =

= =

= = − =

= = −

E E

E E

⌣

⌣

⌣

⌣

⌣

 

 

A3.2. Расчет 1s +  –ой итерации ( )0,1,2,...s = . 

A3.2.1.  Расчет ( ) ( )1 1,s sR R+ +′ : 

( )

( ) ( )
1

1

,
1

1
;

i n ni

Ф s

nn
s

n
i

c
ρ

ν ν ν
Φ

Φ

−
Φ Φ Φ

=

=
− +∑ E E EE

 

 

( )
( )

( )1

1

1
;

n
s s

i iФ s
in

R M I
ρ Φ

+

=

′ = ∑  

( ) ( )1 1 .s sR R R τ+ +′= +
⌣

 
 

А3.2.2. Если 
( ) ( )( ) ( )1s s s

RR R R+ − < ∆  и 1s >  идти к А3.3.  

A3.2.3. Расчет прогоночных коэффициентов для фазы Ф .  

A3.2.3.1. Расчет прогоночных коэффициентов для второго( )1j =  узла сетки. 

А3.2.3.1.1. Расчет для ФT : 

( )

( ) ( )
0 1

,0
1

1
;

i n i n

Ф s

n
Ф s

i

c
ρ

ν ν ν
−

Φ Φ Φ

=

=
− +∑ E E E E

 

( ) ( )( )2
1 2

0
0,1 1 1 ,

6

s
Ф sФ

Р

Ф

R lс ρα
λ τ

+ 
 = +
 
 
 

�
 

( ) ( )( )2
1 2

0
0,1 0,1 0 .

6

s
Ф sФ

ФР

Ф

R lс
T

ρβ α
λ τ

+

=
� ⌣�

 

А3.2.3.1.2. Расчет для , 1,..., 1.
i

Фc i n= −
E

: 

( )
( ) ( )

( )
( )

1
0 0 0

,0 ,0
1 0 0 0

exp exp exp , 1,...,
l

n
s Ф sil in in

i il in ins s s
l

E E E
D D D c D i n

R T R T R T

Φ Φ Φ−
Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ
= Γ Γ Γ

      
= − − − + − =            

      
∑ E
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( )( )
( )

2
1 2

,1

,0

1 1 ,
6

s

i Ф s
i

R l

D
α

τ

+ 
 = +
 
 
 

�
 

( )( )
( )

2
1 2

,1 ,1 ,0

,0

.
6 i

s

Ф

i iФ s
i

R l
c

D
β α

τ

+

=
E

� � ⌣
 

 
A3.2.3.2. Расчет прогоночных коэффициентов для остальных узлов сетки. Для 

0,..., 1; 1,..., 1Фi n j n= − = −  последовательно проводим следующие расчеты. 

A3.2.3.2.1. Расчет для ФT : 

( )

( ) ( )
1

1

,
1

1
;

i n i n

Ф s
j n

Ф s
j

i

c
ρ

ν ν ν
−

Φ Φ Φ

=

=
− +∑ E E E E

 

( )
( )

( ) ( )1 12 3
0, 1 2 ;

2

sФ

s s sР j
j j jФ

с l
A x R R x

ρ
λ

Φ
Φ + +

− ′= −  

( )
( )

( ) ( )1 12 3
0, 1 2 ;

2

sФ

s s sР j
j j jФ

с l
B x R R x

ρ
λ

Φ
Φ + +

+ ′= +  

( )
( )

( )( )
2

2
12 2 2

0, 1 2 1 2 ;
sФ

s sР j
j j j jФ

с l
C x x R x

ρ
λ τ

Φ
Φ +

− += + +  

( )
( )

( )( )
2

2
1 2

0, ;
sФ

s sР j
j j jФ

с l
F R x T

ρ
λ τ

Φ
Φ +=

⌣
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0, 1 0, 0, 0, 0, ;s s s s s
j j j j jB C Aα αΦ Φ Φ
+ = −� �

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 1 0, 0, 0, 0, 0, 0, .s s s s s s s
j j j j j j jA F C Aβ β αΦ Φ Φ Φ
+ = + −

� � �
 

А3.2.3.2.2. Расчет для Фc
iE
: 

( )
( ) ( )

( )
( )

1
0 0 0

, ,
1 0 0 0

exp exp exp ;
i l

n
s Ф sil in in
j il in j ins s s

l

E E E
D D D c D

R T R T R T

Φ Φ Φ−
Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ
= Γ Γ Γ

      
= − − − + −            

      
∑E E

 

( )
( )

( ) ( )1 12 3
, 1 2

,

;
2

i

s s s
i j j jФ s

j

l
A x R R x

D
+ +

− ′= −
E

 

( )
( )

( ) ( )1 12 3
, 1 2

,

;
2

i

s s s
i j j jФ s

j

l
B x R R x

D
+ +

+ ′= +
E

 

( )
( )

( )( )
2 2

12 2 2
, 1 2 1 2

,

;
i

s s
i j j j jФ s

j

l
C x x R x

D τ
+

− += + +
E

 

( )
( )

( )( )
2 2

1 2
, ,

,

;
i

i

s s Ф

i j j jФ s
j

l
F R x c

D τ
+=

E

E

⌣
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( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , , , , 1,..., 1;s s s s Ф

i j i j i j i jB C j nα α+ = − = −� �
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , , , , , , .s s s s s s s
i j i j i j i j i j i j i jA F C Aβ β α+ = + −
� � �

 
 
A3.2.4. Расчет прогоночных коэффициентов для фазы Ψ .  

A3.2.4.1. Расчет прогоночных коэффициентов для узла nΨ . 
( ) ( ) 0

0, 0,
0, ;s s

n n
TΨ Ψα β= =

��
 

( ) ( ) 0

, ,
0, , 1,..., ;

i

s s

i n i n
c i nΨ Ψα β Ψ Ψ= = =
E

��
 

A3.2.4.2. Расчет прогоночных коэффициентов для остальных узлов сетки. Для 

0,..., 1; 1, 2,...,1,0i m j n nΨ Ψ= − = − −  последовательно проводим следующие 

расчеты. 

A3.2.4.2.1. Расчет для T Ψ : 

( ) ( ) ( )
( )

1 12 3
0, 1 2 1 ;

2

s
s s sР j n
j j j

с l
A x R R x

Ψ Ψ

Ψ

ρρ χ
χ

λ ρ
Φ

Φ
+ +

− Ψ

 
′= − + − 

 
 

 

( ) ( ) ( )
( )

1 12 3
0, 1 2 1 ;

2

s
s s sР j n
j j j

с l
B x R R x

Ψ Ψ

Ψ

ρρ χ
λ ρ

Φ
Φ

+ +
+ Ψ

 
′= + + − 

 
 

 

( ) ( ) ( )( )
2 2

2
12 2

0, 1 2 1 2

1
;

2
s sР j j
j j j

с l x
C x x R

Ψ Ψ

Ψ

ρ χ χ
χ

λ τ
+

− +

+
= + +  

( ) ( ) ( )( )
2 2

2
1

0,

1
;

2
s sР j j
j j

с l x
F R T

Ψ Ψ
Ψ

Ψ

ρ χ χ
λ τ

++
=

⌣
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0, 0, 0, 1 0, ;s s s s s
j j j j jA C Bα α += −� �

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1 0, .s s s s s s s
j j j j j j jB F C Bβ β α+ += + −
� � �

 

A3.2.4.2.2. Расчет для , 1,..., 1
i

c i mΨ = −
E

: 

( ) ( )
1

0 0 0
, ,

1

exp exp exp ;
i l

m
s sil in in
j il im j im

l

E E E
D D D c D

R T R T R T

Ψ Ψ Ψ−
Ψ ΨΨ Ψ Ψ

= Γ Γ Γ

      
= − − − + −      

      
∑E E

 

( )
( ) ( )

( )

( )1 1
2 3

, 1 2

,

1 ;
2

i

ss s
s j n

i j j js
j

l R R
A x x

D

ρχ
χ

ρ
Φ

Φ+ +

− ΨΨ

 ′
= − + − 

 
 E

 

( )
( ) ( )

( )

( )1 1
2 3

, 1 2

,

1 ;
2

i

ss s
s j n

i j j js
j

l R R
B x x

D

ρχ
ρ

Φ
Φ+ +

+ ΨΨ

 ′
= + + − 

 
 E

 

( ) ( )
( )

( )( )
2 2

2
12 2

, 1 2 1 2

,

1
;

2
i

s sj j
i j j j s

j

l x
C x x R

D

χ χ
χ

τ
+

− + Ψ

+
= + +

E
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )
2 2

2
1

, ,

,

1
;

2 i

i

s s sj j
i j js

j

l x
F R c

D

χ χ
τ

+ Ψ
Ψ

+
=

R

E

⌣
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , 1 , ;s s s s s
i j i j i j i j i jA C Bα α += −� �

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , 1 , , , 1 , .s s s s s s s
i j i j i j i j i j i j i jB F C Bβ β α+ += + − �  

А3.2.5. Расчет величин, относящихся к поверхности раздела фаз. 
А3.2.5.1. Определение исходных величин для первой итерации по индексу q : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0
0 ,

0
1 ,1

0
2

; , 1,..., 1;

, 1,..., 1;

, 1,..., .

Ф Ф

i

i

Ф s Ф s
in n

s
n i

s
n m i i

z T z c i n

z c i m

z I i n

Ψ
− +

+ − +

= = = −

= = −

= =

E

E
 

А3.2.5.2. Расчет 1q +  –ой итерации ( )0,1,2,...q =  

А3.2.5.2.1. Расчет матрицы ( )ˆ qΩ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 1

;
n m

q q q
i n i n i m n i m

i i

z zγ γ γ γ γ γ γ
− −

Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ
− +

= =

= − + + − +∑ ∑

 

( ) ( )( )
( )

( )
0 *

0 1

2
, 1,..., ;

q Ф

q q i
i i Pi s

H H c z T i n
R

γ ν
+∆ = ∆ + ∆ − + =
ɶ

ɶ

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
0 0,1 0 0,10, 0, 2

1

1 1 ;Ф Ф

n
q s s q s s s q qФ Ф

kn n n m k
k

z R l z HΨ Ψλ α λ α λ β λ β +

+ − +
=

 Ω ≡ − + − − + + ∆
  ∑

� �� �

 

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2 21 , ,
1

1
1 , 1,..., 1;i

Ф Ф

s s
n

n n s q s q q q
i i i k n m k i n m is i n i n

k

D
z z M z M z i n

l R

ρ
α β

Φ Φ
Φ Φ

+ − + + − ++
=

 Ω ≡ − − + − = −   ∑E
��

 

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 ,0
1 ,1 1 ,1 1 2 21

1

0 ,0
1 ,1 1 ,1 1 21

1

1
1 , 1,..., ;

1
1 , 1,..., 1;

s

i

s

i

s n
q s q s q q q

n i i n i i n i k n m k i n m is
k

s n
q s q s q q

n i i n i i n i k n m ks
k

D
z z M z M z i n

l R

D
z z M z i n m

l R

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

ρ
α β

ρ
α β

− + − + − + + − + + − ++
=

− + − + − + + − ++
=

 Ω ≡ − + + − =
 

 Ω ≡ − + + = + −
 

∑

∑

E

E

��

��

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

1 1

2

0

, , 1,..., ;

, , 1,..., ;

exp , 1,..., ;.

Ф q q qФ

i i n

q q q
i i n n m

q i
i iq

z z i n

z z i m

E
K B i n

z

α α

α α

−

Ψ Ψ
+ −

= =

= =

 
= + =  

 

 

( ) ( ) ( )
( )

2 ( 1
0

2
exp 0, 1,..., ;.

q
q Ф q q i

n m i i i i s

v
K i n

R R z

γα αΨ
+ − + +

Γ

 
Ω ≡ − = =  

 

ɶ
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А3.2.5.2.2. Расчет матрицы ( )ˆ qω : 
А3.2.5.2.2.1. Расчет вспомогательных величин: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

1 1

1
1 1

1 1

1
1 10 0 0 0 0 0 0

1

;

;

, 1,..., 1;

, 1,..., 1;

n m
q q q

i n i n i m n i m
i i

q n m
q qi n n i m m

i n i
i i

q

r n
r

q

r m
n r

z z

z z
z z z z z z z

r n
z

r m
z

γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

− −
Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ

− +
= =

Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ− −

− +
= =

Φ Φ

Ψ Ψ

− +

= − + + − +

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ = − = −
∂

∂ = − = −
∂

∑ ∑

∑ ∑

( )

2

0, 1,..., .
q

n m r

r n
z

γ
+ − +

∂ = =
∂

 

 

( )( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 *
0 1

1
0 0 0

1

1
1 1

2

2
, 1,..., .

2
;

2
, 1,..., 1;

2
, 1,..., 1;

0,

q Ф

q i
i i Pi s

q q Ф

qФi i
Pi is

q qФ

i i
s

r r

q qФ

i i
s

n r n r

q
i

n m r

H H c z T i n
R

H
c

z z zR

H
r n

z zR

H
r m

z zR

H

z

γ ν

γ νν γ

ν γ

ν γ

+

+

+

+
− + − +

+ − +

∆ = ∆ + ∆ − + =

  ∂∆ ∂ ∂= ∆ + +    ∂ ∂ ∂  

∂∆ ∂= = −
∂ ∂

∂∆ ∂= = −
∂ ∂

∂∆ =
∂

ɶ
ɶ

ɶ
ɶɶ

ɶ

ɶ

1,..., .r n=
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( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1 1

0

1 1

1

2

,..., 1,..., ;

0;

,...,
, 1,..., 1;

0, 1,..., 1;

0, 1,..., .

Ф q q qФ

i i n

Ф q
i

q qФ
Ф q

i ni

r r

Ф q
i

n r

Ф q
i

n m r

z z i n

z

z z
r n

z z

r m
z

r n
z

α α

α

αα

α

α

−

−

− +

+ − +

= =

∂ =
∂

∂∂ = = −
∂ ∂

∂ = = −
∂

∂ = =
∂

 

 
( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2

0

2

1 1

2

,..., 1,..., ;

0;

0, 1,..., 1;

,...,
, 1,..., 1;

0, 1,..., .

q q q
i i n n m

q
i

q
i

r

q qq
i n n mi

n r n r

q
i

n m r

z z i m

z

r n
z

z z
r m

z z

r m
z

Ψ Ψ

Ψ

Ψ

ΨΨ

Ψ

α α

α

α

αα

α

+ −

+ −

− + − +

+ − +

= =

∂ =
∂

∂ = = −
∂

∂∂ = = −
∂ ∂

∂ = =
∂

 

 

( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )

( )

( )

0

2
0 00

1

2

exp , 1,..., ;

exp ;

0, 1,..., 1;

0, 1,..., 1.

0, 1,..., .

q i
i iq

q
i i i

iqq

q
i

r

q
i

n r

q
i

n m r

E
K B i n

z

K E E
B

z zz

K
r n

z

K
r m

z

K
r n

z

− +

+ − +

 
= + =  

 

 ∂ = − +  ∂  

∂ = = −
∂

∂ = = −
∂

∂ = =
∂
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А3.2.5.2.2.2. Расчет матрицы ( )ˆ qω : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2

1
0 0,1 0 0,10, 0,

1

1
0,0 0,1 20,

1 0

1
0, 2

1

1
0, 1

1 1 ;

1 1 ;

; 1,..., 1;

Ф Ф n m i

Ф

n
q s s q s s s q qФ Ф

in n
i

qn
q s s s qФ i

n m in
i

qn
q s q i
r n m i

i r

q s
n r n

z R l z H

H
R l z

z

H
R l z r n

z

R l z

Ψ Ψ

Ψ

λ α λ α λ β λ β

ω λ α λ α

ω

ω

+ − +

+

=

+
+ − +

=

+
+ − +

=

+
− + +

 Ω ≡ − + − − + + ∆  

∂∆= − + − +
∂

∂∆= = −
∂

=

∑

∑

∑

� �� �

� �

( )
( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

1
0, 2

; 1,..., 1;

, 1,..., ;

qn
q i

m i
i n r

q s q
n m r r

H
r m

z

R l H r nω

− +
= − +

+
+ − +

∂∆ = −
∂

= ∆ =

∑

 
( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

,
2 21 , ,

1

,0

,
, 21 ,

1

,

, 1

1
1 , 1,..., 1;

0;

1
1 ;

0, 1,..., 1 ;

0, 1,..., 1;

i
Ф Ф

s

i
Ф

s s
n

n n s q s q q q
i i i k n m k i n m is i n i n

k

q
i

s
n

n nq s q
i i k n m ks i n

k

q
i r

q
i n r

D
z z M z M z i n

l R

D
M z

l R

r n r i

r m

ρ
α β

ω

ρ
ω α

ω

ω

Φ Φ

Φ

Φ Φ

Φ Φ

+ − + + − ++
=

Φ

+ − ++
=

− +

 Ω ≡ − − + − = −  

=

= − +

= = − ≠

= = −

∑

∑

E

E

��

�

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
, 2

, 2

1 ;

, 1,..., ;

q q
i n m i i i

q q
i n m r i r

z M

z M r n r i

ω

ω

+ − +

+ − +

= −

= = ≠

 

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

0 ,0
1 ,1 1 ,1 1 2 21

1

1 ,0

1 ,

0 ,0
1 , 1 ,1 21

1

1 , 1

1
1 , 1,..., ;

0;

0, 1,..., 1;

1 ;

s

i

s

i

s n
q s q s q q q

n i i n i i n i k n m k i n m is
k

q
n i

q
n i r

s n
q s q

n i n i i k n m ks
k

n i n

D
z z M z M z i n

l R

r n

D
M z

lR

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

ρ
α β

ω

ω

ρ
ω α

ω

− + − + − + + − + + − ++
=

− +

− +

− + − + + − ++
=

− + −

 Ω ≡ − + + − =
 

=

= = −

= − +
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А3.2.5.2.3. Вычисление матрицы ( )1ˆ qz +
:  

( ) ( ) ( ) ( )1
1 ˆˆˆ ˆ ω .q q q qz z

−+  = − Ω   

А3.2.5.2.4. Вычисление среднего квадратического отклонения ( )1ˆ qz +
 от ( )ˆ qz : 
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∑  

А3.2.5.2.5. Завершение 1q +  –ой итерации: 

: 1.q q= +  

А3.2.5.3. Если ( )1q
z z

+δ ≥ ∆ , возвращаемся к А3.2.5.2. 

А3.2.5.4. Определение величин, относящихся к границе раздела фаз в 1s +  –ой итера-
ции: 
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А3.2.6. Расчет температуры и концентраций компонентов фазы Ф . 
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А3.2.6.1. Расчет для ФT : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 0, 0, , , 1,...,2,1 ;Ф s s Ф s s Ф Ф

j j j jT T j n nα β+ +
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��
 

А3.2.6.2. Расчет для , 1,..., 1:
i

Фc i n= −
E
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i i
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А3.2.7. Завершение 1s +  –ой итерации: 

: 1s s= + . 
Идти к А3.2.1. 
 

А.3.3. Заполнение k –го временного слоя. 
 
А.3.3.1. Заполнение узлов, относящихся к фазе Ф : 
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А.3.3.2. Заполнение узлов, относящихся к фазе Ψ : 
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А3.3.3 Определение R , ( )1,...,iI i n= : 
( ) ( ) ( )1 1; ; 1,..., .s s

i iR R I I i n+ += = =  

А3.4. Завершение временного шага: 
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А4. Если 
КОН

t t≥  (
КОН

t  – интересующее время протекания процесса) – конец расчета. 

А5. Выбор нового временного шага. Возвращение к А3. 
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Приложение 6 
Программа расчета по математической модели роста  
наночастицы новой фазы в бесконечном пространстве 

 

Текст программы 
 

Главный расчетный модуль main 
Main.cpp 
//--------------------------------------------------------------------------- 
#include <vcl.h> 
#pragma hdrstop 
#include "Main.h" 
#include "gVariables.h" 
#include "Mathematica.h" 
#include "constants.h" 
#include "Derivative.h" 
#include "Physics.h" 
//--------------------------------------------------------------------------- 
#pragma package(smart_init) 
#pragma resource "*.dfm" 
TForm1 *Form1; 
//--------------------------------------------------------------------------- 
__fastcall TForm1::TForm1(TComponent* Owner) 
        : TForm(Owner) 
{ 
} 
//--------------------------------------------------------------------------- 
 
void __fastcall TForm1::LoadDataClick(TObject *Sender) 
{ 
  DynamicArray<cellS*> k0S;  // Предыдущий временной слой (k) для твердой фазы 
  DynamicArray<cellS*> k1S;  // Новый временной слой (k+1) для твердой фазы 
  DynamicArray<cellS*> s0S;  // Предыдущий слой итераций по индексу s для твердой фазы 
  DynamicArray<cellS*> s1S;  // Новый слой итераций по индексу s для твердой фазы 
  cellG *q0G;  // Предыдущий слой итераций по индексу q для поверхности раздела фаз 
  cellG *q1G;  // Новый слой итераций по индексу q для поверхности раздела фаз 
  DynamicArray<cellL*> k0L;  // Предыдущий временной слой (k) для жидкой фазы 
  DynamicArray<cellL*> k1L;  // Новый временной слой (k+1) для жидкой фазы 
  DynamicArray<cellL*> s0L;  // Предыдущий слой итераций по индексу s для жидкой фазы 
  DynamicArray<cellL*> s1L;  // Новый слой итераций по индексу s для жидкой фазы 
  // Определение размеров сетки 
  nS = StrToInt(EnS->Text); 
  nL = StrToInt(EnL->Text); 
  he = StrToFloat(Ehe -> Text); 
  tau = StrToFloat(ETau -> Text); 
  errR = StrToFloat(EErrR -> Text); 
  errZ = StrToFloat(EErrZ -> Text); 
  // Определение количества химических компонентов в жидкой и твердой фазах 
  n = StrToInt(EcompS->Text); 
  m = StrToInt(EcompL->Text); 
///////////////////////////////////////////////////// 
   eP.Length = n + 1; 
   for(int i = 1; i <= n; i++) 
   { 
     eP[i] = new elementP; 
   }; 
   eR.Length = m + 1; 
   for(int i = 1; i <= m; i++) 
   { 
     eR[i] = new elementR; 
   }; 
//////////////////////////////////////////////////// 
   q0G = new cellG; 
   q1G = new cellG; 
 
   k0S.Length = nS + 1; 
   k1S.Length = nS + 1; 
   for(int j = 0; j <= nS; j++) 
   { 
     k0S[j] = new cellS; 
     k1S[j] = new cellS; 
   }; 
   k0L.Length = nL + 1; 
   k1L.Length = nL + 1; 
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   for(int j = 0; j <= nL; j++) 
   { 
     k0L[j] = new cellL; 
     k1L[j] = new cellL; 
   }; 
   s0S.Length = nS + 1; 
   s1S.Length = nS + 1; 
   for(int j = 0; j <= nS; j++) 
   { 
     s0S[j] = new cellS; 
     s1S[j] = new cellS; 
   }; 
   s0L.Length = nL + 1; 
   s1L.Length = nL + 1; 
   for(int j = 0; j <= nL; j++) 
   { 
     s0L[j] = new cellL; 
     s1L[j] = new cellL; 
   }; 
///////////////////////////////////////////////// 
   InitialComp(); 
   Ifile.open("Граница.txt", ios:: out); 
   I1file.open("Температура на сетке.txt", ios:: out); 
   I2file.open("Концентрация Si на сетке.txt", ios:: out); 
   I3file.open("Концентрация B в аморфной фазе.txt", ios:: out); 
   I4file.open("Концентрация Nb в аморфной фазе.txt", ios:: out); 
   I5file.open("Концентрация Fe на сетке.txt", ios:: out); 
   I6file.open("Коэф. диффузии Nb в аморфной фазе.txt", ios:: out); 
   A1(k0S, k0L); 
   CopyCellS(s1S,k0S); 
   CopyCellL(s1L,k0L); 
   CopyCellS(k1S,k0S); 
   CopyCellL(k1L,k0L); 
   A2(k0S, *q0G, k0L); 
   A3(k0S, k1S, s0S, s1S, *q0G, *q1G, k0L, k1L, s0L, s1L); 
   //Вывод в файл 
   Ifile.close(); 
   I1file.close(); 
   I2file.close(); 
   I3file.close(); 
   I4file.close(); 
   I5file.close(); 
   I6file.close(); 
   Form1->TabSheet2->TabVisible = True; 
} 
//--------------------------------------------------------------------------- 
 
// 
// Построение сетки 
// 
void A1(DynamicArray<cellS*> &S, DynamicArray<cellL*> &L) 
{ 
   for(int j = 0; j <= nS; j++) 
   { 
     if(nS == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
     S[j]->l = 1.0 / nS; 
     S[j]->x = j * S[j]->l; 
   }; 
   for(int j = 0; j <= nL; j++) 
   { 
     if(j == 0) 
     { 
       L[j]->l = S[nS]->l; 
       L[j]->x = 1.0; 
     } 
     else 
     { 
       L[j]->l = L[j - 1]->l * he; 
       for(int i = 0; i <= j - 1; i++) 
       { 
         L[j]->x = L[j]->x + L[i]->l; 
       }; 
       L[j]->x = L[j]->x + 1.0; 
     }; 
   }; 
}; 
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// 
// Заполнение нулевого временного слоя 
// 
void A2(DynamicArray<cellS*> &S, cellG &G, DynamicArray<cellL*> &L) 
{ 
  randomize(); 
  Rs = 2.950799860979798018345e-09; 
  for(int j = 0; j <= nS; j++) 
  { 
    S[j]->T = 750.000000000000; 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
    { 
      S[j]->c[1] = 0.0000000014; 
    }; 
  }; 
  for(int j = 0; j <= nL; j++) 
  { 
    if(j == 0) L[j]->T = S[nS]->T; 
    else       L[j]->T = 750.000000000000; 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
    { 
      L[j]->c[1] = 0.078023;//0.07802; 
      L[j]->c[2] = 0.02002;//0.02002; 
      L[j]->c[3] = 0.05735;//0.05735;  0,8500307 
    }; 
  }; 
  Is.Length  = n + 1; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) Is[i] = 0.0; 
  Is1.Length  = n + 1; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) Is1[i] = 0.0; 
  G.z0[0] = S[nS]->T; 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    G.z0[i] = S[nS]->c[i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    G.z0[n - 1 + i] = L[0]->c[i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    G.z0[n + m - 2 + i] = Is[i]; 
  }; 
}; 
// 
// Расчет k - го временного слоя 
// 
void A3(DynamicArray<cellS*> &k0S, DynamicArray<cellS*> &k1S, DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellS*> &s1S, cellG &q0G, cellG 
&q1G, DynamicArray<cellL*> &k0L, DynamicArray<cellL*> &k1L, DynamicArray<cellL*> &s0L, DynamicArray<cellL*> &s1L) 
{ 
  calc_k = 1; 
  while(calc_k <= 160) 
  { 
    if (calc_k == 70) 
    {calc_k =calc_k;}; 
    // Определение величин, относящихся к нулевой итерации: s=0 
    A3_1(k0S, s0S, k0L, s0L); 
    // Расчет s+1 -ой итерации (s=0,1,2...) 
    A3_2(s0S, s1S, q0G, q1G, s0L, s1L, k1S, k1L); 
    // Определение критического размера зародыша 
    { 
    // Заполнение k -го временного слоя 
    A3_3(k0S, s0S, s1S, k0L, s0L, s1L); 
    for (int i=0; i < q0G.z0.Length; i++ ) Ifile<<q0G.z0[i]<<"\t"; 
    Ifile<<eP[1]->yi * q0G.z0[5] + eP[2]->yi * q0G.z0[6]<<"\t"; 
    Ifile<<q0G.gamma<<"\t"; 
    Ifile<<Rs1<<"\t"<<tau; 
    Ifile<<"\t"; 
    Ifile<<"\t"<<(k1S[nS]->ro * k1S[nS]->diff[1] / k1S[nS]->l) * (1.0 / Rs1) * ((1.0 - k1S[nS]->alpha[1]) * q0G.z0[1] - k1S[nS]->betta[1]); 
    Ifile<<"\t"<<q0G.z0[1] * (eP[1]->yi * q0G.z0[5] + eP[2]->yi * q0G.z0[6]) - eP[1]->yi * q0G.z0[5]; 
    Ifile<<"\t"<<((eR[1]->yij[1] + q0G.z0[2] * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + (eR[1]->yij[2] + q0G.z0[2] * eP[2]->yi) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<((eR[1]->yij[1]) * q0G.z0[5] + (eR[1]->yij[2]) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<((q0G.z0[2] * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + (q0G.z0[2] * eP[2]->yi) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<(k1L[0]->ro * k1L[0]->diff[1] / k1 L[0]->l) * (1.0 / Rs1) * ((k1L[0]->alpha[1] - 1.0) * q0G.z0[2] + k1L[0]->betta[1]); 
    Ifile<<"\t"; 
    Ifile<<"\t"<<(k1S[nS]->ro * k1S[nS]->diff[1] / k1S[nS]->l) * (1.0 / Rs1) * ((1.0 - k1S[nS]->alpha[1]) * (1.0 - q0G.z0[1]) - k1S[nS]->dbetta[1]); 
    Ifile<<"\t"<<(1.0 - q0G.z0[1]) * (eP[1]->yi * q0G.z0[5] + eP[2]->yi * q0G.z0[6]) - eP[2]->yi * q0G.z0[6]; 
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    Ifile<<"\t"<<((eR[4]->yij[1] + (1.0 - q0G.z0[2] - q0G.z0[3] - q0G.z0[4]) * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + (eR[4]->yij[2] + (1.0 - q0G.z0[2] - q0G.z0[3] - 
q0G.z0[4]) * eP[2]->yi) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<((eR[4]->yij[1]) * q0G.z0[5] + (eR[4]->yij[2]) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<(((1.0 - q0G.z0[2] - q0G.z0[3] - q0G.z0[4]) * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + ((1.0 - q0G.z0[2] - q0G.z0[3] - q0G.z0[4]) * eP[2]->yi) * 
q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<(k1L[0]->ro * k1L[0]->diff[1] / k1 L[0]->l) * (1.0 / Rs1) * ((k1L[0]->alpha[1] - 1.0) * (1.0 - q0G.z0[2] - q0G.z0[3] - q0G.z0[4]) + k1L[0]-
>dbetta[1]); 
    Ifile<<"\t"; 
    Ifile<<"\t"<<0.0; 
    Ifile<<"\t"<<0.0; 
    Ifile<<"\t"<<((eR[2]->yij[1] + q0G.z0[3] * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + (eR[2]->yij[2] + q0G.z0[3] * eP[2]->yi) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<(k1L[0]->ro * k1L[0]->diff[1] / k1 L[0]->l) * (1.0 / Rs1) * ((k1L[0]->alpha[2] - 1.0) * q0G.z0[3] + k1L[0]->betta[2]); 
    Ifile<<"\t"; 
    Ifile<<"\t"<<0.0; 
    Ifile<<"\t"<<0.0; 
    Ifile<<"\t"<<((eR[3]->yij[1] + q0G.z0[4] * eP[1]->yi) * q0G.z0[5] + (eR[3]->yij[2] + q0G.z0[4] * eP[2]->yi) * q0G.z0[6]); 
    Ifile<<"\t"<<(k1L[0]->ro * k1L[0]->diff[1] / k1 L[0]->l) * (1.0 / Rs1) * ((k1L[0]->alpha[3] - 1.0) * q0G.z0[4] + k1L[0]->betta[3]); 
    Ifile<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0S.Length; i++ ) I1file<<s0S[i]->T<<"\t"; 
    I1file<<"\t"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I1file<<s0L[i]->T<<"\t"; 
    I1file<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0S.Length; i++ ) I2file<<s0S[i]->c[1]<<"\t"; 
    I2file<<"\t"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I2file<<s0L[i]->c[1]<<"\t"; 
    I2file<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I3file<<s0L[i]->c[2]<<"\t"; 
    I3file<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I4file<<s0L[i]->c[3]<<"\t"; 
    I4file<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0S.Length; i++ ) I5file<< 1.0 - s0S[i]->c[1]<<"\t"; 
    I5file<<"\t"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I5file<<1.0 - s0L[i]->c[1] - s0L[i]->c[2] - s0L[i]->c[3]<<"\t"; 
    I5file<<"\n"; 
    for (int i=0; i < s0L.Length; i++ ) I6file<<k1L[i]->diff[3] * 1.0E+23<<"\t"; 
    I6file<<"\n"; 
    tau = exp(log(tau)+0.2); 
    }; 
    calc_k = calc_k + 1; 
  }; 
}; 
// 
// Определение величин, относящихся к нулевой итерации: s=0 
// 
void A3_1(DynamicArray<cellS*> &k0S, DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellL*> &k0L, DynamicArray<cellL*> &s0L) 
{ 
  CopyCellS(s0S,k0S); 
  CopyCellL(s0L,k0L); 
  for(int i = 1; i <= n; i++) Is[i] = Is[i]; 
}; 
// 
// Расчет s+1 -ой итерации (s=0,1,2...) 
// 
void A3_2(DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellS*> &s1S, cellG &q0G, cellG &q1G, DynamicArray<cellL*> &s0L, DynamicAr-
ray<cellL*> &s1L, DynamicArray<cellS*> &k1S, DynamicArray<cellL*> &k1L) 
{ 
  calc_s = 1; 
  // Расчет R_, Rs1 
  s0S[nS]->ro = Ro(*s0S[nS]); 
  Rs1_=0.0; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    Rs1_= Rs1_ + eP[i]->yi * Is[i]; 
  }; 
  if(s0S[nS]->ro == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  Rs1_= Rs1_ / s0S[nS]->ro; 
  Rs1 = Rs + Rs1_ * tau; 
  // Проверка по R 
  while(fabs((Rs1 - Rs) / Rs) >= errR || calc_s <= 1) 
  { 
    double KrR = 1.0; 
    double KrV = 0.0; 
    double KrV0 = 0.0; 
    double KrKappa = 0.0; 
    double KrF = 0.0; 
    double KrF1 = 0.0; 
    double Kre = 0.0; 
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    // Расчет вспомогательных величин 
    for(int j = 0; j <= nS; j++) 
    { 
      s0S[j]->ro = Ro(*s0S[j]); 
      s0S[j]->cp = Cp(*s0S[j]); 
    }; 
    for(int j = nL; j >= 0; j--) 
    { 
      s0L[j]->cp = Cp(*s0L[j]); 
    }; 
    for(int j = 0; j <= nS; j++) 
    { 
      for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
      { 
         s0S[j]->diff[i] = DiffInS(*s0S[j], i); 
      }; 
    }; 
    for(int j = 0; j <= nL; j++) 
    { 
      for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
      { 
         s0L[j]->diff[i] = DiffInL(*s0L[j], i); 
      }; 
    }; 
    // Расчет прогоночных коэффициентов для фазы S 
    A3_2_3(s0S); 
    // Расчет прогоночных коэффициентов для фазы L 
    A3_2_4(s0L, s0S); 
    // Расчет величин, относящихся к поверхности раздела фаз 
    A3_2_5(s0S, s1S, q0G, q1G, s0L, s1L); 
    // Расчет температуры и концентрации компонентов фазы S 
    A3_2_6(s0S, s1S, s0L, s1L); 
    // Завершение s+1 -ой итерации 
                CopyCellS(k1S,s0S); 
                CopyCellL(k1L,s0L); 
    CopyCellS(s0S,s1S); 
    CopyCellL(s0L,s1L); 
    Rs = Rs1; 
    for(int i = 1; i <= n; i++) 
    { 
      Is[i] = Is1[i]; 
    }; 
    // Расчет R_, Rs1 
    s0S[nS]->ro = Ro(*s0S[nS]); 
    Rs1_=0.0; 
    for(int i = 1; i <= n; i++) 
    { 
      Rs1_= Rs1_ + eP[i]->yi * Is[i]; 
    }; 
    if(s0S[nS]->ro == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
    Rs1_= Rs1_ / s0S[nS]->ro; 
    Rs1 = Rs + Rs1_ * tau; 
    calc_s = calc_s++; 
  }; 
}; 
// 
// Расчет прогоночных коэффициентов для фазы S 
// 
void A3_2_3(DynamicArray<cellS*> &s0S) 
{ 
  double x_min = 0.0; 
  double x_pl  = 0.0; 
// Расчет прогоночных коэффициентов для второго узла сетки (j = 1) 
  // Расчет прогоночных коэффициентов для T фазы S 
  s0S[1]->alpha[0] = 1.0 / ((s0S[0]->cp * s0S[0]->ro * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->lyamda * tau) + 1); 
  s0S[1]->betta[0] = ((s0S[0]->cp * s0S[0]->ro * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->lyamda * tau)) * s0S[1]->alpha[0] * s0S[0]->T; 
  s0S[1]->dbetta[0] = ((s0S[0]->cp * s0S[0]->ro * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->lyamda * tau)) * s0S[1]->alpha[0]; 
  // Расчет прогоночных коэффициентов для концентраций c фазы S 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    s0S[1]->alpha[i] = 1.0 / ((pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->diff[i] * tau) + 1); 
    s0S[1]->betta[i] = ((pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->diff[i] * tau)) * s0S[1]->alpha[i] * s0S[0]->c[i]; 
    s0S[1]->dbetta[i] = ((pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[0]->l, 2.0)) / (6 * s0S[0]->diff[i] * tau)) * s0S[1]->alpha[i] * (1.0 - s0S[0]->c[1]); 
  }; 
// Расчет прогоночных коэффициентов для остальных узлов сетки 
  for(int j = 1; j <= nS - 1; j++) 
  { 
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    // Расчет прогоночных коэффициентов для T фазы S 
    x_min = pow((s0S[j - 1]->x + s0S[j]->x) / 2.0, 2.0); 
    x_pl  = pow((s0S[j]->x + s0S[j + 1]->x) / 2.0, 2.0); 
    s0S[j]->A[0] = x_min - ((s0S[j]->cp * s0S[j]->ro * s0S[j]->l) / (2.0 * s0S[j]->lyamda)) * Rs1 * Rs1_ * pow(s0S[j]->x, 3.0); 
    s0S[j]->B[0] = x_pl  + ((s0S[j]->cp * s0S[j]->ro * s0S[j]->l) / (2.0 * s0S[j]->lyamda)) * Rs1 * Rs1_ * pow(s0S[j]->x, 3.0); 
    s0S[j]->C[0] = x_min + x_pl + ((s0S[j]->cp * s0S[j]->ro * pow(s0S[j]->l, 2.0)) / (s0S[j]->lyamda * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0); 
    s0S[j]->F[0] =((s0S[j]->cp * s0S[j]->ro * pow(s0S[j]->l, 2.0)) / (s0S[j]->lyamda * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0) * s0S[j]->T; 
    s0S[j]->dF[0] =((s0S[j]->cp * s0S[j]->ro * pow(s0S[j]->l, 2.0)) / (s0S[j]->lyamda * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0); 
    s0S[j + 1]->alpha[0] = s0S[j]->B[0] / (s0S[j]->C[0] - s0S[j]->alpha[0] * s0S[j]->A[0]); 
    s0S[j + 1]->betta[0] = (s0S[j]->A[0] * s0S[j]->betta[0] + s0S[j]->F[0]) / (s0S[j]->C[0] - s0S[j]->alpha[0] * s0S[j]->A[0]); 
    s0S[j + 1]->dbetta[0] = (s0S[j]->A[0] * s0S[j]->dbetta[0] + s0S[j]->dF[0]) / (s0S[j]->C[0] - s0S[j]->alpha[0] * s0S[j]->A[0]); 
    // Расчет прогоночных коэффициентов для концентраций c фазы S 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
    { 
      s0S[j]->A[i] = x_min - (s0S[j]->l / (2.0 * s0S[j]->diff[i])) * Rs1 * Rs1_ * pow(s0S[j]->x, 3.0); 
      s0S[j]->B[i] = x_pl + (s0S[j]->l / (2.0 * s0S[j]->diff[i])) * Rs1 * Rs1_ * pow(s0S[j]->x, 3.0); 
      s0S[j]->C[i] = x_min + x_pl + (pow(s0S[j]->l, 2.0) / (s0S[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0); 
      s0S[j]->F[i] = (pow(s0S[j]->l, 2.0) / (s0S[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0) * s0S[j]->c[i]; 
      s0S[j]->dF[i] = (pow(s0S[j]->l, 2.0) / (s0S[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * pow(s0S[j]->x, 2.0) * (1.0 - s0S[j]->c[1]); 
      s0S[j + 1]->alpha[i] = s0S[j]->B[i] / (s0S[j]->C[i] - s0S[j]->alpha[i] * s0S[j]->A[i]); 
      s0S[j + 1]->betta[i] = (s0S[j]->A[i] * s0S[j]->betta[i] + s0S[j]->F[i]) / (s0S[j]->C[i] - s0S[j]->alpha[i] * s0S[j]->A[i]); 
      s0S[j + 1]->dbetta[i] = (s0S[j]->A[i] * s0S[j]->dbetta[i] + s0S[j]->dF[i]) / (s0S[j]->C[i] - s0S[j]->alpha[i] * s0S[j]->A[i]); 
    }; 
  }; 
  Yfile.open("AlphaS.txt", ios:: out); 
  for(int i = 0; i <= n - 1; i++) 
  { 
    for(int j = 0; j <= nS; j++) 
    { 
      Yfile << s0S[j]->alpha[i] << "\t"; 
    }; 
    Yfile << "\n"; 
  }; 
  Yfile.close(); 
}; 
// 
// Расчет прогоночных коэффициентов для фазы L 
// 
void A3_2_4(DynamicArray<cellL*> &s0L, DynamicArray<cellS*> &s0S) 
{ 
  double x_min = 0.0; 
  double x_pl  = 0.0; 
// Расчет прогоночных коэффициентов для узла nL - 1 
  s0L[nL]->alpha[0] = 0.0; 
  s0L[nL]->betta[0] = s0L[nL]->T; 
  s0L[nL]->dbetta[0] = 1.0; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    s0L[nL]->alpha[i] = 0.0; 
    s0L[nL]->betta[i] = s0L[nL]->c[i]; 
    s0L[nL]->dbetta[i] = (1.0 - s0L[nL]->c[1] - s0L[nL]->c[2] - s0L[nL]->c[3]); 
  }; 
 
// Расчет прогоночных коэффициентов для остальных узлов сетки 
  for(int j = nL - 1; j >= 0; j--) 
  { 
    // Расчет прогоночных коэффициентов для T фазы L 
    if (j == 0) x_min = pow((s0S[nS - 1]->x + s0L[j]->x) / 2.0, 2.0); 
    else x_min = pow((s0L[j - 1]->x + s0L[j]->x) / 2.0, 2.0); 
    x_pl  = pow((s0L[j]->x + s0L[j + 1]->x) / 2.0, 2.0); 
    s0L[j]->A[0] = he * x_min - ((s0L[j]->cp * s0L[j]->ro * he * s0L[j]->l) / (2.0 * s0L[j]->lyamda)) * Rs1_ * Rs1 * (pow(s0L[j]->x, 3.0) + (s0S[nS]->ro / 
s0L[j]->ro) - 1); 
    s0L[j]->B[0] = x_pl + ((s0L[j]->cp * s0L[j]->ro * he * s0L[j]->l) / (2.0 * s0L[j]->lyamda)) * Rs1_ * Rs1 * (pow(s0L[j]->x, 3.0) + (s0S[nS]->ro / 
s0L[j]->ro) - 1); 
    s0L[j]->C[0] = he * x_min + x_pl + ((s0L[j]->cp * s0L[j]->ro * he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->lyamda * 
tau)) * pow(Rs1, 2.0); 
    s0L[j]->F[0] = ((s0L[j]->cp * s0L[j]->ro * he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->lyamda * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * 
s0L[j]->T; 
    s0L[j]->dF[0] = ((s0L[j]->cp * s0L[j]->ro * he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->lyamda * tau)) * pow(Rs1, 2.0); 
    s0L[j]->alpha[0] = s0L[j]->A[0] / (s0L[j]->C[0] - s0L[j + 1]->alpha[0] * s0L[j]->B[0]); 
    s0L[j]->betta[0] = (s0L[j]->B[0] * s0L[j + 1]->betta[0] + s0L[j]->F[0]) / (s0L[j]->C[0] - s0L[j + 1]->alpha[0] * s0L[j]->B[0]); 
    s0L[j]->dbetta[0] = (s0L[j]->B[0] * s0L[j + 1]->dbetta[0] + s0L[j]->dF[0]) / (s0L[j]->C[0] - s0L[j + 1]->alpha[0] * s0L[j]->B[0]); 
    // Расчет прогоночных коэффициентов для c фазы L 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
    { 
      s0L[j]->A[i] = he * x_min - (he * s0L[j]->l / (2.0 * s0L[j]->diff[i])) * Rs1_ * Rs1 * (pow(s0L[j]->x, 3.0) + (s0S[nS]->ro / s0L[j]->ro) - 1); 
      s0L[j]->B[i] = x_pl + (he * s0L[j]->l / (2.0 * s0L[j]->diff[i])) * Rs1_ * Rs1 * (pow(s0L[j]->x, 3.0) + (s0S[nS]->ro / s0L[j]->ro) - 1); 
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      s0L[j]->C[i] = he * x_min + x_pl + ((he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0); 
      s0L[j]->F[i] = ((he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * s0L[j]->c[i]; 
      s0L[j]->dF[i] = ((he * (1 + he) * pow(s0L[j]->l, 2.0) * pow(s0L[j]->x, 2.0)) / (2.0 * s0L[j]->diff[i] * tau)) * pow(Rs1, 2.0) * (1.0 - s0L[j]->c[1] - 
s0L[j]->c[2] - s0L[j]->c[3]); 
      s0L[j]->alpha[i] = s0L[j]->A[i] / (s0L[j]->C[i] - s0L[j + 1]->alpha[i] * s0L[j]->B[i]); 
      s0L[j]->betta[i] = (s0L[j]->B[i] * s0L[j + 1]->betta[i] + s0L[j]->F[i]) / (s0L[j]->C[i] - s0L[j + 1]->alpha[i] * s0L[j]->B[i]); 
      s0L[j]->dbetta[i]= (s0L[j]->B[i] * s0L[j + 1]->dbetta[i] + s0L[j]->dF[i]) / (s0L[j]->C[i] - s0L[j + 1]->alpha[i] * s0L[j]->B[i]); 
    }; 
  }; 
  Yfile.open("AlphaL.txt", ios:: out); 
  for(int i = 0; i <= m - 1; i++) 
  { 
    for(int j = 0; j <= nL; j++) 
    { 
      Yfile << s0L[j]->alpha[i] << "\t"; 
    }; 
    Yfile << "\n"; 
  }; 
  Yfile.close(); 
  Yfile.open("BettaL.txt", ios:: out); 
  for(int i = 0; i <= m - 1; i++) 
  { 
    for(int j = 0; j <= nL; j++) 
    { 
      Yfile << s0L[j]->betta[i] << "\t"; 
    }; 
    Yfile << "\n"; 
  }; 
  Yfile.close(); 
}; 
// 
// Расчет величин, относящихся к поверхности раздела фаз 
// 
void A3_2_5(DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellS*> &s1S, cellG &q0G, cellG &q1G, DynamicArray<cellL*> &s0L, DynamicAr-
ray<cellL*> &s1L) 
{ 
  double delta = 0.0; 
  DynamicArray< DynamicArray < double > > omega; 
  calc_q = 1; 
  // Определение исходных величин для первой итерации по индексу q 
  q0G.z0[0] = s0S[nS]->T; 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    q0G.z0[i] = s0S[nS]->c[i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    q0G.z0[n - 1 + i] = s0L[0]->c[i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    q0G.z0[n + m - 2 + i] = Is[i]; 
  }; 
  Yfile.open("s0S.txt", ios:: out); 
  Yfile<<"T, [K]"<<"\t"; 
  Yfile<<"l, [радиус]"<<"\t"; 
  Yfile<<"x, [радиус]"<<"\t"; 
  Yfile<<"lyamda, [Вт/(м*К)]"<<"\t"; 
  Yfile<<"ro, [кг/м3]"<<"\t"; 
  Yfile<<"cp, [Дж/кг*K]"<<"\t"; 
  Yfile<<"A[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"B[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"C[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"F[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dF[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"alpha[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"betta[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dbetta[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"\n"; 
  for (int i=0; i <= nS; i++ ) 
  { 
    Yfile<<s0S[i]->T<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->l<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->x<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->lyamda<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->ro<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->cp<<"\t"; 
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    Yfile<<s0S[i]->A[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->B[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->C[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->F[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->dF[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->alpha[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->betta[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0S[i]->dbetta[0]<<"\t"; 
    Yfile<<"\n"; 
  }; 
  Yfile.close(); 
  Yfile.open("s0L.txt", ios:: out); 
  Yfile<<"T, [K]"<<"\t"; 
  Yfile<<"l, [радиус]"<<"\t"; 
  Yfile<<"x, [радиус]"<<"\t"; 
  Yfile<<"lyamda, [Вт/(м*К)]"<<"\t"; 
  Yfile<<"ro, [кг/м3]"<<"\t"; 
  Yfile<<"cp, [Дж/кг*K]"<<"\t"; 
  Yfile<<"A[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"B[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"C[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"F[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dF[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"alpha[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"betta[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dbetta[0]"<<"\t"; 
  Yfile<<"A[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"B[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"C[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"F[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dF[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"alpha[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"betta[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"dbetta[1]"<<"\t"; 
  Yfile<<"c[1], [мольная доля]"<<"\t"; 
  Yfile<<"diff[1], [ м2/c]"<<"\t"; 
  Yfile<<"\n"; 
  for (int i=0; i <= nL; i++ ) 
  { 
    Yfile<<s0L[i]->T<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->l<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->x<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->lyamda<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->ro<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->cp<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->A[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->B[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->C[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->F[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->dF[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->alpha[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->betta[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->dbetta[0]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->A[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->B[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->C[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->F[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->dF[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->alpha[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->betta[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->dbetta[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->c[1]<<"\t"; 
    Yfile<<s0L[i]->diff[1]<<"\t"; 
    Yfile<<"\n"; 
  }; 
  Yfile.close(); 
  Y4file.open("granica.txt", ios:: out); 
  while(delta >= errZ || calc_q <= 1) 
  { 
    for(int j = 0; j <= 2 * n + m - 2; j++) 
    { 
      Y4file<<q0G.z0[j]<<"\t"; 
    }; 
    Y4file<<"\n"; 
    // Расчет вспомогательных значений 
    q0G.gamma = Gamma(q0G); 
    for(int i = 1; i <= n; i++) 
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    { 
      q0G.deltaH[i] = DeltaH(q0G, i); 
    }; 
    // Расчет q + 1 итерации (q = 0,1,2,...) 
    // Расчет матрицы OMEGA 
    GiveOMEGA(*s0S[nS], q0G, *s0L[0]); 
    // Расчет матрицы omega 
    Giveomega(*s0S[nS], q0G, *s0L[0]); 
    // Расчет матрицы z для итерации q + 1 
    omega.Length = q0G.omega.Length; 
    for(int i = 0; i <= omega.High; i++) 
    { 
      omega[i].Length = q0G.omega[i].Length; 
      for(int j = 0; j <= omega[i].High; j++) 
      { 
        omega[i][j] = q0G.omega[i][j]; 
      }; 
    }; 
    // Функция для получения обратной матрицы 
    Y2file.open("Matrix.txt", ios:: out); 
  /////////////////////////////////////////////// 
  Y2file<<"\n"<<"OMEGA"<<"\t"<<"z"<<"\n"; 
  for(int i = 0; i < q0G.OMEGA.Length; i++) 
  { 
      Y2file<<q0G.OMEGA[i]<<"\t"<<q0G.z0[i]; 
    Y2file<<"\n"; 
  }; 
  Y2file<<"\n"; 
  ///////////////////////////////////////////////// 
    InvertGauss(q0G.omega, omega); 
    Y2file.close(); 
    // Вычисление значений матрицы zq1 на новой итерации q+1 
    for(int i = 0; i < omega.Length; i++) 
    { 
      q1G.z0[i] = 0.0; 
      for(int r = 0; r < q1G.z0.Length; r++) 
      { 
        q1G.z0[i] = q1G.z0[i] + omega[i][r] * q0G.OMEGA[r]; 
      }; 
    }; 
    for(int i = 0; i < q0G.z0.Length; i++) 
    { 
      q1G.z0[i] = q0G.z0[i] - q1G.z0[i]; 
    }; 
 
    // Вычисление среднего квадратического отклонения z(q + 1) oт z(q) 
    delta = 0.0; 
    for(int j = 0; j <= 2 * n + m - 2; j++) 
    { 
      delta = delta + pow(q1G.z0[j] - q0G.z0[j], 2.0); 
    }; 
    delta = delta / (2 * n + m - 2); 
    delta = pow(delta, 0.5); 
    if(delta > pow(10.0, 20.0)) 
    { 
      delta = 0.0;  // Страховка на случай расхождения 
      ShowMessage("Метод Ньютона расходится!"); 
    }; 
    // Завершение q + 1 -ой итерации 
    for(int j = 0; j <= 2 * n + m - 2; j++) 
    { 
      q0G.z0[j] = q1G.z0[j]; 
    }; 
 
    calc_q = calc_q + 1; 
  }; 
  Y4file.close(); 
 
  // Определение величин, относящихся к границе раздела фаз в s + 1 
  s1S[nS]->T = q1G.z0[0]; 
  s1L[0]->T = q1G.z0[0]; 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    s1S[nS]->c[i] = q1G.z0[i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
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    s1L[0]->c[i] = q1G.z0[n - 1 + i]; 
  }; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    Is1[i] = q1G.z0[n + m - 2 + i]; 
  }; 
}; 
 
// 
// Расчет температуры и концентрации компонентов фазы S 
// 
void A3_2_6(DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellS*> &s1S, DynamicArray<cellL*> &s0L, DynamicArray<cellL*> &s1L) 
{ 
  // Расчет для T 
  for(int j = nS; j >= 1; j--) 
  { 
    s1S[j-1]->T = s0S[j]->alpha[0] * s1S[j]->T + s0S[j]->betta[0]; 
  }; 
  // Расчет для c 
  for(int j = nS; j >= 1; j--) 
  { 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
    { 
      s1S[j-1]->c[i] = s0S[j]->alpha[i] * s1S[j]->c[i] + s0S[j]->betta[i]; 
    }; 
  }; 
  // Заполнение узлов относящихся к фазе L 
  for(int j = 1; j <= nL; j++) 
  { 
    s1L[j]->T = s0L[j]->alpha[0] * s1L[j-1]->T + s0L[j]->betta[0]; 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
    { 
      s1L[j]->c[i] = s0L[j]->alpha[i] * s1L[j-1]->c[i] + s0L[j]->betta[i]; 
    }; 
  }; 
}; 
 
// 
// Заполнение k -го временного слоя 
// 
void A3_3(DynamicArray<cellS*> &k0S, DynamicArray<cellS*> &s0S, DynamicArray<cellS*> &s1S, DynamicArray<cellL*> &k0L, DynamicAr-
ray<cellL*> &s0L, DynamicArray<cellL*> &s1L) 
{ 
  // Заполнение узлов относящихся к фазе S 
  CopyCellS(k0S, s0S); 
  CopyCellL(k0L, s0L); 
}; 
 
// 
// Ввод физических величин, относящихся к компонентом жидкой и твердой фаз 
// 
void InitialComp() 
{ 
  InFile.open("ComponentSolid.txt", ios:: in); 
  Zfile.open("Output.txt", ios:: out); 
  char w5; 
  InFile.read(&w5,1); 
  for(int i = 1; i <= eP.High; i++) 
  { 
    while(w5 != '\n')InFile.read(&w5,1); 
    while(w5 != '\t')InFile.read(&w5,1); 
    InFile>>eP[i]->h0i; 
    InFile>>eP[i]->Cpi; 
    InFile>>eP[i]->yi; 
    InFile>>eP[i]->gammai; 
    InFile>>eP[i]->d_gammai; 
    InFile>>eP[i]->vi; 
    InFile>>eP[i]->d_v; 
    eP[i]->v_ = eP[i]->yi * eP[i]->vi; 
    for(int j = 1; j <= eP[i]->Dij.High; j++)InFile>>eP[i]->Dij[j]; 
    for(int j = 1; j <= eP[i]->Eij.High; j++)InFile>>eP[i]->Eij[j]; 
    Zfile<<w5; 
    InFile.read(&w5,1); 
  }; 
  Zfile.close(); 
  InFile.close(); 
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  InFile.open("ComponentLiquid.txt", ios:: in); 
  Zfile.open("Output.txt", ios:: out); 
  InFile.read(&w5,1); 
  for(int i = 1; i <= eR.High; i++) 
  { 
    while(w5 != '\n')InFile.read(&w5,1); 
    while(w5 != '\t')InFile.read(&w5,1); 
    InFile>>eR[i]->h0i; 
    InFile>>eR[i]->Cpi; 
    InFile>>eR[i]->M; 
    for(int j = 1; j <= eR[i]->yij.High; j++)InFile>>eR[i]->yij[j]; 
    for(int j = 1; j <= eR[i]->nij.High; j++)InFile>>eR[i]->nij[j]; 
    InFile>>eR[i]->gammai; 
    InFile>>eR[i]->d_gammai; 
    InFile>>eR[i]->vi; 
    for(int j = 1; j <= eR[i]->Dij.High; j++)InFile>>eR[i]->Dij[j]; 
    for(int j = 1; j <= eR[i]->Eij.High; j++)InFile>>eR[i]->Eij[j]; 
    Zfile<<w5; 
    InFile.read(&w5,1); 
  }; 
  Zfile.close(); 
  InFile.close(); 
}; 
 

Модуль глобальных переменных gVariables 
gVariables.cpp 
//--------------------------------------------------------------------------- 
#pragma hdrstop 
#include "Main.h" 
#include "gVariables.h" 
#include "Mathematica.h" 
// Глобальные физические параметры 
int n; // Количество химических компонентов в твердой фазе 
int m; // Количество химических компонентов в жидкой фазы 
// Глобальные параметры сетки 
double nS;     // Количество узлов в сетке твердой фазы 
double nL;     // Количество узлов в сетке жидкой фазы 
double he;  // Знаменатель геомтрической прогрессии 
double tau; // Исходный шаг по времени 
int calc_s;  // Счетчик итераций по s 
int calc_k;  // Счетчик итераций по k 
int calc_q;  // Счетчик итераций по q 
double errR;// Точность определения радиуса зародыша 
double errZ;// Точность определения значений матрицы z 
// Глобальные вспомогательные переменные 
DynamicArray<elementR*> eR; // Массив данных о компонентах фазы L 
DynamicArray<elementP*> eP; // Массив данных о компонентах фазы S 
double Rs;                 // Радиус зародыша на итерации s 
double Rs1;                // Радиус зародыша на итерации s+1 
double Rs1_; 
DynamicArray<double> Is;   // Молярная скорость образования продукта на итерации s 
DynamicArray<double> Is1;  // Молярная скорость образования продукта на итерации s+1 
fstream Yfile, Y1file, Y2file, Y3file, Y4file, Zfile; // Переменные для работы с файлами 
fstream Ifile, I1file, I2file, I3file, I4file, I5file, I6file; 
fstream InFile; 
// 
//  Конструктор перменных типа element_p 
// 
elementP::elementP() 
{ 
  randomize(); 
  h0i = 0.0 * random(100);//1.0; 
  Cpi = 0.0 * random(100); 
  yi = 0.0 * random(100); 
  gammai = 0.0 * random(100); 
  d_gammai = 0.0 * random(100); 
  vi = 0.0 * random(100); 
  d_v = 0.0 * random(100); 
  v_ = 0.0 * random(100); 
  Dij.Length = n + 1; 
  for(int j = 1; j < Dij.Length; j++) Dij[j] = 0.0 * random(100); 
  Eij.Length = n + 1; 
  for(int j = 1; j < Eij.Length; j++) Eij[j] = 0.0 * random(100); 
 
}; 
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// 
//  Деструктор перменных типа element_p 
// 
elementP::~elementP() 
{ 
}; 
 
// 
//  Конструктор перменных типа element_r 
// 
elementR::elementR() 
{ 
  randomize(); 
  h0i = 0.0 * random(100); 
  Cpi = 0.0 * random(100); 
  M = 0.0 * random(100); 
  yij.Length = n + 1; 
  for(int j = 1; j < yij.Length; j++) yij[j] = 0.0 * random(100); 
  nij.Length = n + 1; 
  for(int j = 1; j < nij.Length; j++) nij[j] = 0.0; 
  gammai = 0.0 * random(100); 
  d_gammai = 0.0 * random(100); 
  vi = 0.0 * random(100); 
  Dij.Length = m + 1; 
  for(int j = 1; j < Dij.Length; j++) Dij[j] = 0.0 * random(100); 
  Eij.Length = m + 1; 
  for(int j = 1; j < Eij.Length; j++) Eij[j] = 0.0 * random(100); 
 
}; 
 
// 
//  Деструктор перменных типа element_r 
// 
elementR::~elementR() 
{ 
}; 
 
// 
//  Конструктор перменных твердой фазы S 
// 
cellS::cellS() 
{ 
  randomize(); 
  l = 0.0; 
  x = 0.0; 
  T = 0.0; 
  ro = 0.0; 
  cp = 0.0; 
  c.Length  = n; 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) c[i] = 0.0 * random(100); 
 
  lyamda = 31.4; // Коэффициент теплопроводности фазы L 
  A.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < A.Length; i++) A[i] = 0.0 * random(100); 
  B.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < B.Length; i++) B[i] = 0.0 * random(100); 
  C.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < C.Length; i++) C[i] = 0.0 * random(100); 
  F.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < F.Length; i++) F[i] = 0.0 * random(100); 
  dF.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < dF.Length; i++) dF[i] = 0.0 * random(100); 
  diff.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < diff.Length; i++) diff[i] = 0.0 * random(100); 
  alpha.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < alpha.Length; i++) alpha[i] = 0.0 * random(100); 
  betta.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < betta.Length; i++) betta[i] = 0.0 * random(100); 
  dbetta.Length = 1 + (n - 1); 
  for(int i = 0; i < dbetta.Length; i++) dbetta[i] = 0.0 * random(100); 
}; 
 
// 
//  Деструктор перменных твердой фазы S 
// 
cellS::~cellS() 
{ 



 175

  c.Length  = 0; 
}; 
 
//  Конструктор перменных жидкой фазы L 
cellL::cellL() 
{ 
  randomize(); 
  l = 0.0; 
  x = 0.0; 
  T = 0.0; 
  cp = 0.0; 
  ro = 7000.0; 
  c.Length  = m; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) c[i] = 0.0 * random(100); 
 
  lyamda = 40.4;  // Коэффициент теплопроводности фазы L 
  A.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < A.Length; i++) A[i] = 0.0 * random(100); 
  B.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < B.Length; i++) B[i] = 0.0 * random(100); 
  C.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < C.Length; i++) C[i] = 0.0 * random(100); 
  F.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < F.Length; i++) F[i] = 0.0 * random(100); 
  dF.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < dF.Length; i++) dF[i] = 0.0 * random(100); 
  diff.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < diff.Length; i++) diff[i] = 0.0 * random(100); 
  alpha.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < alpha.Length; i++) alpha[i] = 0.0 * random(100); 
  betta.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < betta.Length; i++) betta[i] = 0.0 * random(100); 
  dbetta.Length = 1 + (m - 1); 
  for(int i = 0; i < dbetta.Length; i++) dbetta[i] = 0.0 * random(100); 
}; 
 
//  Конструктор перменных раздела фаз G 
cellG::cellG() 
{ 
  randomize(); 
  n = StrToInt(Form1->EcompS->Text); // Определение количества химических компонентов в жидкой и твердой фазах 
  m = StrToInt(Form1->EcompL->Text); 
  z0.Length = 1 + n-1 + m-1 + n; 
  for(int i = 0; i < z0.Length; i++) z0[i] = 0.0; 
  z1.Length = 1 + n-1 + m-1 + n; 
  for(int i = 0; i < z1.Length; i++) z1[i] = 0.0; 
  OMEGA.Length = 1 + n-1 + m-1 + n; 
  for(int i = 0; i < OMEGA.Length; i++) OMEGA[i] = 0.0; 
  omega.Length = 1 + n-1 + m-1 + n; 
  for(int i = 0; i < omega.Length; i++) 
  { 
    omega[i].Length = 1 + n-1 + m-1 + n; 
    for(int j = 0; j < omega[i].Length; j++) omega[i][j] = 0.0; 
  }; 
  E.Length = n + 1; 
  for(int i = 1; i < E.Length; i++) 
  { 
    E[1] = 0.99; 
    E[2] = 0.01; 
  }; 
  B.Length = n + 1; 
  for(int i = 1; i < B.Length; i++) 
  { 
    B[1] = 0.08407; 
    B[2] = 0.91593; 
  }; 
  Tst = 600.0; 
  deltaH.Length = n + 1; 
  for(int i = 1; i < deltaH.Length; i++) deltaH[i] = 0.0; 
  gamma = 0.0; 
}; 
//  Деструктор перменных раздела фаз G 
cellG::~cellG() 
{ 
}; 
#pragma package(smart_init) 
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Расчетный модуль Mathematica 
Mathematica.cpp 
#pragma hdrstop 
#include "Mathematica.h" 
#include "constants.h" 
#include "Physics.cpp" 
// 
// Функция для получения обратной матрицы 
// matrix  - Исходная матрица для поиска обратной 
// matrixI - Матрица для записи обратной (входящая матрица будет затерта) 
// 
void InvertGauss(DynamicArray< DynamicArray < double > > &matrix, DynamicArray< DynamicArray < double > > &matrixI) 
{ 
  int mem_i, mem_j; 
  double d = 0.0; 
  double mem = 0.0; 
  DynamicArray< DynamicArray < double > > cmatrix; 
  DynamicArray < bool > call_i, call_j; 
  // Создание единичной матрицы 
  matrixI.Length = matrix.Length; 
  cmatrix.Length = matrix.Length; 
  call_i.Length = matrix.Length; 
  call_j.Length = matrix.Length + 1; 
  call_j[call_j.High] = false; 
  for(int i = 0; i <= matrixI.High; i++) 
  { 
    call_i[i] = false; 
    call_j[i] = false; 
    matrixI[i].Length = matrix[i].Length; 
    cmatrix[i].Length = matrix[i].Length; 
    for(int j = 0; j <= matrixI[i].High; j++) 
    { 
      if(i == j) matrixI[i][j] = 1.0; 
      else matrixI[i][j] = 0.0; 
      cmatrix[i][j] = matrix[i][j]; 
    }; 
  }; 
 
  // Прямой ход метода Гаусса с выбором ведущего элемента 
  for(int u = 0; u <= matrix.High; u++) 
  { 
    mem = 0.0; 
    for(int i = 0; i <= matrix.High; i++) 
    { 
      if(call_i[i] == false) 
      { 
        for(int j = 0; j <= matrix[i].High; j++) 
        { 
          if(call_j[j] == false) 
          { 
            if(fabs(mem) <= fabs(matrix[i][j])) 
            { 
              mem = matrix[i][j]; 
              mem_i = i; 
              mem_j = j; 
            }; 
          }; 
        }; 
      }; 
    }; 
 
    mem = matrix[mem_i][mem_j]; 
    for(int j = 0; j <= matrixI[mem_i].High; j++) 
    { 
      matrix[mem_i][j]  = matrix[mem_i][j]  / mem; 
      matrixI[mem_i][j] = matrixI[mem_i][j] / mem; 
    }; 
    for(int i = 0; i <= matrixI.High; i++) 
    { 
      if(i != mem_i) 
      { 
        mem = matrix[i][mem_j] / matrix[mem_i][mem_j]; 
        for(int j = 0; j <= matrixI[mem_i].High; j++) 
        { 
          matrix[i][j]  = matrix[i][j] - matrix[mem_i][j] * mem; 
          matrixI[i][j] = matrixI[i][j] - matrixI[mem_i][j] * mem; 
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        }; 
      }; 
    }; 
    call_i[mem_i] = true; 
    call_j[mem_j] = true; 
    call_j[call_j.High] = call_j[mem_j]; 
    for(int i = 0; i <= matrix.High; i++) 
    { 
      call_j[call_j.High] = call_j[call_j.High] && call_j[i]; 
    }; 
  }; 
 
  // Обратный ход метода Гаусса с выбором ведущего элемента 
  for(int j = 0; j <= matrixI[0].High; j++) 
  { 
    for(int i = 0; i <= matrixI.High; i++) 
    { 
      if(matrix[i][j] == 1.0) 
      { 
        RowMove(matrix, i, j); 
        RowMove(matrixI, i, j); 
      }; 
    }; 
  }; 
 
// 
// Функция перемещения строки 
// k1, k2 - строки меняемые местами 
// 
void RowMove(DynamicArray< DynamicArray < double > > &matrix, int k1, int k2) 
{ 
  double mem; 
  for(int j = 0; j <= matrix[k1].High; j++) 
  { 
    mem = matrix[k2][j]; 
    matrix[k2][j] = matrix[k1][j]; 
    matrix[k1][j] = mem; 
  }; 
}; 
 

Расчетный модуль Physics 
Physics.cpp 
//--------------------------------------------------------------------------- 
 
#include <vcl.h> 
 
#pragma hdrstop 
#include "Physics.h" 
#include "Derivative.h" 
#include "gVariables.h" 
#include "Mathematica.h" 
#include "constants.h" 
#pragma package(smart_init) 
 
// 
// Функция расчета межфазного натяжения 
// 
double Gamma(cellG &x) 
{ 
  double g = 0; 
  //Расчет значения межфазного натяжения 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    g = g + (eP[i]->gammai - eP[n]->gammai) * x.z0[i];   // !!! заменить на z 
  }; 
  g = g + eP[n]->gammai; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    g = g + (eR[i]->gammai - eR[m]->gammai) * x.z0[n - 1 + i]; 
  }; 
  g = g + eR[m]->gammai; 
  return g; 
}; 
 
 
// 
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// Функция расчета измененния энтальпии 
// 
double DeltaH(cellG &x, int i) 
{ 
  double deltaH0 = 0; 
  double deltaCp = 0; 
  double dH = 0; 
 
  // Расчет вспомогательных значений для определения значения уравнения теплопередачи 
  for (int j = 1; j <= m; j++) 
  { 
    deltaH0 = deltaH0 + eR[j]->yij[i] * eR[j]->h0i; 
    deltaCp = deltaCp + eR[j]->yij[i] * eR[j]->Cpi; 
  }; 
  deltaH0 = deltaH0 + eP[i]->yi * eP[i]->h0i; 
  deltaCp = deltaCp + eP[i]->yi * eP[i]->Cpi; 
  if(Rs1 == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  dH  = deltaH0 + deltaCp * (x.z0[0] - x.Tst) + (2.0 * x.gamma * eP[i]->v_ / Rs1); // заменить R 
  return dH; 
}; 
 
// 
// Функция расчета плотности фазы S 
// 
double Ro(cellS &x) 
{ 
  double r = 0.0; 
  // Расчет плотности фазы S 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    r = r + (eP[i]->vi - eP[n]->vi) * x.c[i]; 
  }; 
  r = r + eP[n]->vi; 
  if(r == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  r = 1.0 / r; 
  return r; 
}; 
 
// 
// Функция расчета удельной теплоемкости фазы S 
// 
double Cp(cellS &x) 
{ 
  double cp = 0.0; 
  double summ = 0.0; 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    summ = summ + (eP[i]->Cpi - eP[n]->Cpi) * x.c[i]; 
  }; 
  cp = summ + eP[n]->Cpi; 
  return cp; 
}; 
 
// 
// Функция расчета удельной теплоемкости фазы L 
// 
double Cp(cellL &x) 
{ 
  double cp = 0.0; 
  double summ = 0.0; 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    summ = summ + (eR[i]->Cpi - eR[m]->Cpi) * x.c[i]; 
  }; 
  cp = summ + eR[m]->Cpi; 
  return cp; 
}; 
 
// 
// Функция расчета коэффициента диффузии i -ого компонента фазы S 
// 
double DiffInS(cellS &x, int i) 
{ 
  double D = 0.0; 
  // Расчет коэффициента диффузии i -ого компонента фазы S 
  for(int l = 1; l <= n - 1; l++) 
  { 
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    D = D + (eP[i]->Dij[l] * exp((-1.0 * eP[i]->Eij[l])/(x.T * cR)) - eP[i]->Dij[n] * exp((-1.0 * eP[i]->Eij[n])/(x.T * cR))) * x.c[l]; 
  }; 
  D = D + eP[i]->Dij[n] * exp((-1.0 * eP[i]->Eij[n])/(x.T * cR)); 
  return D; 
}; 
 
// 
// Функция расчета коэффициента диффузии i -ого компонента фазы L 
// 
double DiffInL(cellL &x, int i) 
{ 
  double D = 0.0; 
  double a_cx = 0.0; 
  DynamicArray<double> a_c; 
  a_c.Length = m; 
  if (x.c[i] > 0.5) a_cx = 0.999999999; 
  else a_cx = 1.0 / 3.1415926535897932384626433832795 * atan((x.c[i] * 100.0 - 5.0) * 0.8) + 0.5; 
  for (int l = 1; l <= m - 1; l++) 
  { 
    if (l == i) a_c[l] = a_cx; 
    else a_c[l] = (1.0 - a_cx) * (x.c[l] / (1.0 - x.c[i])); 
  }; 
  // Расчет коэффициента диффузии i -ого компонента фазы L 
  for(int l = 1; l <= m - 1; l++) 
  { 
    D = D + (eR[i]->Dij[l] * exp((-1.0 * eR[i]->Eij[l])/(x.T * cR)) - eR[i]->Dij[m] * exp((-1.0 * eR[i]->Eij[m])/(x.T * cR))) * a_c[l]; 
  }; 
  D = D + eR[i]->Dij[m] * exp((-1.0 * eR[i]->Eij[m])/(x.T * cR)); 
  return D; 
}; 
 
// 
// Функция расчета коэфициента активности элемента i в фазе S 
// x - преременная, хранящая значения массива z 
// i - номер элемента 
// 
double ActivInS(cellG &x, int i) 
{ 
  double a; 
  if(i == n) 
  { 
    a = 0.0; 
    for(int j = 1; j <= n - 1; j++) 
    { 
      a = a + x.z0[j]; 
    }; 
    a = 1.0 - a; 
  } 
  else  a = x.z0[i]; 
  return a; 
}; 
 
// 
// Функция расчета коэфициента активности элемента i в фазе L 
// x - преременная, хранящая значения массива z 
// i - номер элемента 
// 
double ActivInL(cellG &x, int i) 
{ 
  double a; 
  if(i == m) 
  { 
    a = 0.0; 
    for(int j = 1; j <= m - 1; j++) 
    { 
      a = a + x.z0[n - 1 + j]; 
    }; 
    a = 1.0 - a; 
  } 
  else a = x.z0[n - 1 + i]; 
  return a; 
}; 
 
// 
// Функция расчета константы равновесия продукта i 
// x - преременная, хранящая значения массива z 
// i - номер элемента 
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// 
double ConstK(cellG &x, int i) 
{ 
  double K; 
  if(x.z0[0] == 0.0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  K = (x.E[i] * (x.z0[2] + (1.0 - x.z0[2] - x.z0[3] - x.z0[4]))) / x.B[i]; 
  return K; 
}; 
 
// 
// Функция, составляющая матрицу OMEGAq 
// x0 - Переменныя, хранящая данные для расчета матрицы уравнений OMEGAq 
// 
 
void GiveOMEGA(cellS &xS, cellG &xG, cellL &xL) //!!! Omega на вход, добавить везьде const 
{ 
  double summ=0.0;              // Переменная для суммирования 
  double summ1=0.0;              // Переменная для суммирования 
  double pr=1.0;                // Переменная для подсчета произведения 
  // Определение размера матрицы OMEGA 
  xG.OMEGA.Length = 2 * n + m - 1; 
  // 
  // Расчет уравнения теплопередачи OMEGAq0[0] 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    summ = summ + xG.z0[n + m - 2 + i] * xG.deltaH[i]; 
  }; 
  xG.OMEGA[0] = (xS.lyamda * (1.0 - xS.alpha[0]) + xL.lyamda * (1.0 - xL.alpha[0])) * xG.z0[0] - (xS.lyamda * xS.betta[0] + xL.lyamda * xL.betta[0]) 
+ Rs1 * xS.l * summ; 
 
  // 
  // Расчет уравнения массопереноса фазы S OMEGAq[i] 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    summ=0; 
    for(int k = 1; k <= n; k++) 
    { 
      summ = summ + eP[k]->yi * xG.z0[n + m - 2 + k]; 
    }; 
    if(xS.l == 0 || Rs1 == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); //!!!roS - функция? 
    xG.OMEGA[i] = (xS.ro * xS.diff[i] / xS.l) * (1.0 / Rs1) * ((1.0 - xS.alpha[i]) * xG.z0[i] - xS.betta[i]) + xG.z0[i] * summ - eP[i]->yi * xG.z0[n + m - 2 
+ i]; 
  }; 
 
  // 
  // Расчет уравнения массопереноса фазы L OMEGAq0[n-1+i] 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    summ=0; 
    for(int k = 1; k <= n; k++) 
    { 
      summ = summ + (eR[i]->yij[k] + xG.z0[n - 1 + i] * eP[k]->yi) * xG.z0[n + m - 2 + k]; 
    }; 
    if(xS.l == 0 || Rs1 == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
    xG.OMEGA[n - 1 + i] = (xL.ro * xL.diff[i] / xS.l) * (1.0 / Rs1) * ((xL.alpha[i] - 1.0) * xG.z0[n - 1 + i] + xL.betta[i]) + summ; 
  }; 
 
  // 
  // Расчет "химических" уравнений OMEGAq0[n+m-2+i] 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    pr=1.0; 
    for(int j = 1; j <= m; j++) 
    { 
      if (ActivInL(xG,j) == 0.0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!ActivInL(xG,j) == 0.0!!!!!!!!!!!!");      // !!! вывести сообщение об ошибке 
      else pr = pr * pow(ActivInL(xG,j), eR[j]->nij[i]); 
    }; 
    if(xG.z0[0] == 0 || (Rs1 * cR * xG.z0[0]) == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
    xG.OMEGA[n + m - 2 + i] = pr - ActivInS(xG,i) * ConstK(xG, i) * exp((2.0 * xG.gamma * eP[i]->v_) / (Rs1 * cR * xG.z0[0])); 
  }; 
}; 
 
// 
// Функция, задающая матрицу производных omegaq 
// x0 - Переменныя, хранящая данные для расчета производных уравнений матрицы OMEGAq 
// 
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void Giveomega(cellS &xS, cellG &xG, cellL &xL) 
{ 
  double summ = 0; 
  double pr = 1.0; 
 
  xG.omega.Length = 2 * n + m - 1; 
  for(int i = 0; i < xG.omega.Length; i++) xG.omega[i].Length = xG.omega.Length; 
 
  // Производные уравнения теплопроводности 
  summ = 0; 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    summ = summ + xG.z0[n + m - 2 + i] * DrvH(xG, i, 0); 
  }; 
  xG.omega[0][0] = xS.lyamda * (1.0 - xS.alpha[0]) + xL.lyamda * (1.0 - xL.alpha[0]) + Rs1 * xS.l * summ; 
 
  for(int r = 1; r <= n - 1; r++) 
  { 
    summ = 0; 
    for(int i = 1; i <= n; i++) 
    { 
      summ = summ + xG.z0[n + m - 2 + i] * DrvH(xG, i, r); 
    }; 
    xG.omega[0][r] = Rs1 * xS.l * summ; 
  }; 
 
  for(int r = 1; r <= m - 1; r++) 
  { 
    summ = 0; 
    for(int i = 1; i <= n; i++) 
    { 
      summ = summ + xG.z0[n + m - 2 + i] * DrvH(xG, i, n - 1 + r); 
    }; 
    xG.omega[0][n - 1 + r] = Rs1 * xS.l * summ; 
  }; 
 
  for(int r = 1; r <= n; r++) 
  { 
    xG.omega[0][n + m - 2 + r] = Rs1 * xS.l * xG.deltaH[r]; 
  }; 
 
  // Расчет производных уравнения массопереноса фазы S 
  for(int i = 1; i <= n - 1; i++) 
  { 
    xG.omega[i][0] = 0.0; 
 
    for(int r = 1; r <= n - 1; r++) 
    { 
      if(r == i) 
      { 
        summ = 0; 
        for(int k = 1; k <= n; k++) 
        { 
          summ = summ + eP[k]->yi * xG.z0[n + m - 2 + k]; 
        }; 
        if((Rs1 * xS.l) == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
        xG.omega[i][i] = xS.ro * xS.diff[i] * (1.0 - xS.alpha[i]) / (Rs1 * xS.l) + summ; 
      } 
      else 
      { 
        xG.omega[i][r] = 0.0; 
      }; 
    }; 
 
    for(int r = 1; r <= m - 1; r++) 
    { 
      xG.omega[i][n - 1 + r] = 0.0; 
    }; 
 
    for(int r = 1; r <= n; r++) 
    { 
      if(r == i) 
      { 
        xG.omega[i][n + m - 2 + i] = (xG.z0[i] - 1) * eP[i]->yi; 
      } 
      else 
      { 
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        xG.omega[i][n + m - 2 + r] = xG.z0[i] * eP[r]->yi; 
      }; 
    }; 
  }; 
 
  // Расчет производных уравнения массопереноса фазы L 
  for(int i = 1; i <= m - 1; i++) 
  { 
    xG.omega[n - 1 + i][0] = 0.0; 
 
    for(int r = 1; r <= n - 1; r++) 
    { 
      xG.omega[n - 1 + i][r] = 0.0; 
    }; 
 
    for(int r = 1; r <= m - 1; r++) 
    { 
      if(r == i) 
      { 
        summ = 0; 
        for(int k = 1; k <= n; k++) 
        { 
          summ = summ + eP[k]->yi * xG.z0[n + m - 2 + k];  //!!! проверь 
        }; 
        xG.omega[n - 1 + i][n - 1 + i] = (xL.ro * xL.diff[i] * (xL.alpha[i] - 1.0)) / (xS.l * Rs1) + summ; 
      } 
      else 
      { 
        xG.omega[n - 1 + i][n - 1 + r] = 0.0; 
      }; 
    }; 
 
    for(int r = 1; r <= n; r++) 
    { 
      xG.omega[n - 1 + i][n + m - 2 + r] = eR[i]->yij[r] + xG.z0[n - 1 + i] * eP[r]->yi; 
    }; 
  }; 
 
  // Расчет производных "химических" уравнений 
  for(int i = 1; i <= n; i++) 
  { 
    double xp; 
    if((Rs1 * cR * xG.z0[0]) == 0 || (Rs1 * cR * pow(xG.z0[0], 2.0)) == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
    xp = exp(2.0 * xG.gamma * eP[i]->v_ / (Rs1 * cR * xG.z0[0])); 
    xG.omega[n  + m - 2 + i][0] = -1.0 * ActivInS(xG, i) * (DrvK(xG, i, 0) + (2.0 * ConstK(xG, i) / (Rs1 * cR * pow(xG.z0[0], 2.0))) * ((DrvGamma(xG, 
0) * eP[i]->v_ + xG.gamma * eP[i]->d_v) * xG.z0[0] - xG.gamma * eP[i]->v_)) * xp; 
    for(int r = 1; r <= n - 1; r++) 
    { 
      xG.omega[n + m - 2 + i][r] = -1.0 * ConstK(xG, i) * (DrvActivS(xG, i, r) + ActivInS(xG, i) * 2.0 * eP[i]->v_ * DrvGamma(xG, r) / (Rs1 * cR * 
xG.z0[0])) * xp; 
    }; 
 
    pr = 1.0; 
    for(int j= 1; j <= m; j++) 
    { 
      pr = pr * pow(ActivInL(xG, j), eR[j]->nij[i]); 
    }; 
    for(int r = 1; r <= m - 1; r++) 
    { 
      summ = 0; 
      for(int k = 1; k <= m; k++) 
      { 
        if(ActivInL(xG, k) == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!! Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
        summ = summ + (eR[k]->nij[i] * DrvActivL(xG, k, n - 1 + r) / ActivInL(xG, k)); 
      }; 
      if((Rs1 * cR * xG.z0[0]) == 0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!! Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
      xG.omega[n  + m - 2 + i][n - 1 + r] = pr * summ - ActivInS(xG, i) * ConstK(xG, i) * (2.0 * eP[i]->v_ * DrvGamma(xG, n - 1 + r) / (Rs1 * cR * 
xG.z0[0])) * xp; 
    }; 
    for(int r = 1; r <= n; r++) 
    { 
      xG.omega[n  + m - 2 + i][n + m - 2 + r] = 0.0; 
    }; 
    summ = summ; 
  }; 
}; 
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Расчетный модуль Derivative 
Derivative.cpp 
//--------------------------------------------------------------------------- 
 
#include <vcl.h> 
#pragma hdrstop 
#include "Derivative.h" 
#include "Physics.h" 
#include "Mathematica.h" 
#pragma package(smart_init) 
 
// 
// Функция расчета частных производных межфазного натяжения по переменным z 
// x - переменная содержащая параметры Z 
// r - номер элемента массива z по которому берется производная 
// eP - переменная содержащая информацию о продукте p 
// eR - переменная содержащая информацию о реагенте r 
// 
double DrvGamma(cellG &x, int r) 
{ 
  double dG = 0; 
  if(r == 0) 
  { 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) dG = dG + (eP[i]->d_gammai - eP[n]->d_gammai) * x.z0[i]; 
    dG = dG + eP[n]->d_gammai; 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) dG = dG + (eR[i]->d_gammai - eR[m]->d_gammai) * x.z0[n - 1 + i]; 
    dG = dG + eR[m]->d_gammai; 
  }; 
  if(r > 0 && r <= n - 1) 
  { 
    dG = eP[r]->gammai - eP[n]->gammai; 
  }; 
  if(r > n - 1 && r <= n + m - 2) 
  { 
    dG = eR[r - (n - 1)]->gammai - eR[m]->gammai; 
  }; 
  if(r > n + m - 2 && r <= 2 * n + m - 2) 
  { 
    dG = 0.0; 
  }; 
  return dG; 
}; 
 
// 
// Функция расчета производной функции изменения энтальпии от патаметров z 
// x - переменная содержащая параметры z 
// i - номер продукта реакции, для которого определяется производная изменения энтальпии образования этого компонента по параметру z 
// r - номер элемента массива z по которому берется производная 
// 
double DrvH(cellG &x, int i, int r) 
{ 
  double dH = 0.0; 
  double deltaCp = 0.0; 
  if(Rs1 == 0.0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  if(r == 0.0) 
  { 
    for (int j = 1; j <= m; j++) 
    { 
      deltaCp = deltaCp + eR[j]->yij[i] * eR[j]->Cpi; 
    }; 
    deltaCp = deltaCp + eP[i]->yi * eP[i]->Cpi; 
    dH = deltaCp + (2.0 / Rs1) * (DrvGamma(x, r) * eP[i]->v_ + x.gamma * eP[i]->d_v); 
  }; 
  if(r > 0 && r <= n - 1) 
  { 
    dH = (2.0 * eP[i]->v_ / Rs1) * DrvGamma(x, r); 
  }; 
  if(r > n - 1 && r <= n + m - 2) 
  { 
    dH = (2.0 * eP[i]->v_ / Rs1) * DrvGamma(x, r); 
  }; 
  if(r > n + m - 2 && r <= 2 * n + m - 2) 
  { 
    dH = 0.0; 
  }; 
  return dH; 
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}; 
 
// 
// Функция расчета производной активности компонента i фазы S от патаметров z 
// x - переменная содержащая параметры z 
// i - номер элемента массива z по которому берется производная 
// r - номер элемента массива z по которому берется производная 
// 
double DrvActivS(cellG &x, int i, int r) 
{ 
  double dA = 0.0; 
  if(r == 0) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  if(r > 0 && r <= n - 1) 
  { 
    if (i == r) dA = 1.0; 
    else dA = 0.0; 
    if (i == n) 
    { 
    dA = -1.0; } 
  }; 
  if(r > n - 1 && r <= n + m - 2) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  if(r > n + m - 2 && r <= 2 * n + m - 2) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  return dA; 
}; 
 
// 
// Функция расчета производной активности компонента i фазы L от патаметров z 
// x - переменная содержащая параметры z 
// i - номер элемента массива z по которому берется производная 
// r - номер элемента массива z по которому берется производная 
// 
double DrvActivL(cellG &x, int i, int r) 
{ 
  double dA = 0.0; 
  if(r == 0) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  if(r > 0 && r <= n - 1) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  if(r > n - 1 && r <= n + m - 2) 
  { 
    if (n - 1 + i == r) dA = 1.0; 
    else dA = 0.0; 
    if (i == m) dA = -1.0; 
  }; 
  if(r > n + m - 2 && r <= 2 * n + m - 2) 
  { 
    dA = 0.0; 
  }; 
  return dA; 
}; 
 
// 
// Функция расчета производной констатны равновесия продукта i от параметров z 
// x - переменная содержащая параметры z 
// i - номер продукта реакции, для которого определяется производная изменения энтальпии образования этого компонента по параметру z 
// r - номер элемента массива z по которому берется производная 
// 
double DrvK(cellG &x, int i, int r) 
{ 
  double dK = 0.0; 
  if(x.z0[0] == 0.0 || (x.z0[0] + x.B[i]) == 0.0) ShowMessage("!!!!!!!!!!!!Деление на ноль!!!!!!!!!!!!"); 
  if(r == 0) 
  { 
    dK = 0.0; 
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  }; 
  if(r > 0 && r <= n - 1) 
  { 
    dK = 0.0; 
  }; 
  if(r > n - 1 && r <= n + m - 2) 
  { 
    dK = 0.0; 
  }; 
  if(r > n + m - 2 && r <= 2 * n + m - 2) 
  { 
    dK = 0.0; 
  }; 
  return dK; 
}; 
 
// 
// Функция копирования переменной типа DynamicArray<cellS*> 
// 
void CopyCellS(DynamicArray<cellS*> &sIn, DynamicArray<cellS*> &sOut) 
{ 
  for(int j = 0; j <= nS; j++) 
  { 
    sIn[j]->l = sOut[j]->l; 
    sIn[j]->x = sOut[j]->x; 
    sIn[j]->T = sOut[j]->T; 
    sIn[j]->ro = sOut[j]->ro; 
    sIn[j]->cp = sOut[j]->cp; 
    sIn[j]->c.Length  = sOut[j]->c.Length; 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) sIn[j]->c[i] = sOut[j]->c[i]; 
    sIn[j]->diff.Length = sOut[j]->diff.Length; 
    for(int i = 1; i <= n - 1; i++) sIn[j]->diff[i] = sOut[j]->diff[i]; 
 
    sIn[j]->lyamda = sOut[j]->lyamda; 
    sIn[j]->alpha.Length = sOut[j]->alpha.Length; 
    for(int i = 0; i <= n - 1; i++) sIn[j]->alpha[i] = sOut[j]->alpha[i]; 
    sIn[j]->betta.Length = sOut[j]->betta.Length; 
    for(int i = 0; i <= n - 1; i++) sIn[j]->betta[i] = sOut[j]->betta[i]; 
    sIn[j]->dbetta.Length = sOut[j]->dbetta.Length; 
    for(int i = 0; i <= n - 1; i++) sIn[j]->dbetta[i] = sOut[j]->dbetta[i]; 
  }; 
}; 
 
// 
// Функция копирования переменной типа DynamicArray<cellL*> 
// 
void CopyCellL(DynamicArray<cellL*> &sIn, DynamicArray<cellL*> &sOut) 
{ 
  for(int j = 0; j <= nL; j++) 
  { 
    sIn[j]->l = sOut[j]->l; 
    sIn[j]->x = sOut[j]->x; 
    sIn[j]->T = sOut[j]->T; 
    sIn[j]->cp = sOut[j]->cp; 
    sIn[j]->c.Length  = sOut[j]->c.Length; 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) sIn[j]->c[i] = sOut[j]->c[i]; 
    sIn[j]->diff.Length = sOut[j]->diff.Length; 
    for(int i = 1; i <= m - 1; i++) sIn[j]->diff[i] = sOut[j]->diff[i]; 
 
    sIn[j]->lyamda = sOut[j]->lyamda; 
    sIn[j]->alpha.Length = sOut[j]->alpha.Length; 
    for(int i = 0; i <= m - 1; i++) sIn[j]->alpha[i] = sOut[j]->alpha[i]; 
    sIn[j]->betta.Length = sOut[j]->betta.Length; 
    for(int i = 0; i <= m - 1; i++) sIn[j]->betta[i] = sOut[j]->betta[i]; 
    sIn[j]->dbetta.Length = sOut[j]->dbetta.Length; 
    for(int i = 0; i <= m - 1; i++) sIn[j]->dbetta[i] = sOut[j]->dbetta[i]; 
    sIn[j]->ro = sOut[j]->ro; 
  }; 
}; 


