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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ îáëàñòåé ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòèêè � èíâàðèàíòàì òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, óçëîâ è çà-

öåïëåíèé. Èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèé � ýòî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûå

âåëè÷èíû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

êàæäîãî êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è íå çàâèñÿò îò äåòàëåé ïîñòðîåíèÿ. Çàäà÷à

ðàçëè÷åíèÿ 3-ìíîãîîáðàçèé ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ

âàæíåéøåé çàäà÷è ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè � ïîëíîé êëàññèôèêàöèè òðåõìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèé.

Âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè, ïðèíàä-

ëåæàò êóñî÷íî-ëèíåéíîé êàòåãîðèè. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãè-

÷åñêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , êàæäàÿ åãî òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü ãîìåî-

ìîðôíóþ åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó Rn. Êîíêðåòíûé ãîìåîìîðôèçì φ : Rn →
M íàçîâåì êàðòîé, ñîâîêóïíîñòü êàðò, ïîêðûâàþùèõ M � àòëàñîì. Åñëè

φ, ψ : Rn → M � äâå êàðòû, òî îïðåäåëåí ãîìåîìîðôèçì ïåðåõîäà ψ−1φ, îòîáðà-

æàþùèé îäíó îáëàñòü â Rn íà äðóãóþ. Åñëè ψ−1φ ïðèíàäëåæèò êëàññó êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ, òî êàðòû φ è ψ íàçûâàþòñÿ PL ñîãëàñîâàííûìè.

Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûì èëè PL n-ìíîãîîáðàçèåì, åñëè

åãî àòëàñ ñîñòîèò èç PL ñîãëàñîâàííûõ êàðò. Â ñëó÷àå åñëè âñå ψ−1φ ÿâëÿþòñÿ

äèôôåîìîðôèçìàìè, ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì.1
1Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ý. Ìîéñà [55], â ðàçìåðíîñòè 3 íà ëþáîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ìîæíî

ââåñòè êàê ãëàäêóþ, òàê è êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì òàêàÿ ñòðóêòóðà åäèíñòâåííà â ñìûñëå

ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåîìîðôèçìà èëè êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãëàäêèìè

èëè êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ãîìåîìîðôíûìè ìíîãîîáðàçèþ M . Òàêèì îáðàçîì, â ðàçìåðíîñòè

3 êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ è ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.



4

Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå âñåãäà ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü. Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî â äèññåðòàöèè ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ òðèàíãóëÿöèÿìè â øèðîêîì

(íåêîìáèíàòîðíîì) ñìûñëå: ñèìïëåêñ íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè â íàøåé òðèàí-

ãóëÿöèè ìîæåò íå îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì ñâîèõ âåðøèí.2 Íà-

ïðèìåð, òðèàíãóëÿöèÿ n-ìåðíîé ñôåðû ìîæåò ñîñòîÿòü èç äâóõ n-ñèìïëåêñîâ,

ãðàíè êîòîðûõ ïîïàðíî ñêëåèâàþòñÿ ïî òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó.

Ðàçóìååòñÿ, îäíî è òî æå PL n-ìíîãîîáðàçèå ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü

ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèì

îáðàçîì ñâÿçàíû äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî è òîãî æå PL n-ìíîãîîáðàçèÿ. Â íà-

÷àëå 1930-õ ãîäîâ Äæ. Àëåêñàíäåð [24] è Ì. Íüþìàí [58] ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîå

ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç èñõîäíî-

ãî ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìáèíàòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

êîìïëåêñà � òàê íàçûâàåìûõ çâåçäíûõ äâèæåíèé. Îäíàêî, êîëè÷åñòâî òàêèõ

äâèæåíèé áåñêîíå÷íî äàæå äëÿ ðàçìåðíîñòè 3. Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå, â 1991 ãî-

äó, íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ó. Ïàõíåð [59] âûäåëèë êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìáèíà-

òîðíûõ äâèæåíèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò îäíîé òðèàíãóëÿöèè

êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ê ëþáîé äðóãîé.

Òåîðåìà 0.1 ([57, 59]). Ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî PL n-ìíîãîîáðàçèÿ

ñâÿçàíû êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äâèæåíèé Ïàõíåðà.

Äâèæåíèÿ Ïàõíåðà, ôèãóðèðóþùèå â òåîðåìå, � ýòî ëîêàëüíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ (àíàëîãè äâèæåíèé Ðàéäåìàéñòåðà â òåî-

ðèè óçëîâ). Â êàæäîé ðàçìåðíîñòè êîëè÷åñòâî òàêèõ äâèæåíèé êîíå÷íî. Íà-

ïðèìåð, â ðàçìåðíîñòè 3 ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå òèïà äâèæåíèé Ïàõíåðà:
2Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî ìîæíî âñòðåòèòü òåðìèí ïñåâäîòðèàíãóëÿöèÿ.
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Ðèñ. 1. Äâèæåíèÿ Ïàõíåðà

2 → 3, 1 → 4 è îáðàòíûå ê íèì. Îïðåäåëÿþòñÿ îíè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû-

äåëèì â òðèàíãóëÿöèè PL 3-ìíîãîîáðàçèÿ äâà ñìåæíûõ òåòðàýäðà ABCD è

EABC. Ïðè äâèæåíèè 2 → 3 ìû äîáàâëÿåì íîâîå ðåáðî DE ê òðèàíãóëÿöèè è

òåì ñàìûì çàìåíÿåì äâà èñõîäíûõ òåòðàýäðà íà òðè íîâûõ � ABED, BCED

è CAED (ðèñ. 1(a)). Ïðè äâèæåíèè 1 → 4 â èñõîäíûé òåòðàýäð ABCD äîáàâ-

ëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà E è ÷åòûðå íîâûõ ðåáðà AE, BE, CE è DE. Ïðè ýòîì,

âçàìåí òåòðàýäðà ABCD ïîÿâëÿåòñÿ ÷åòûðå íîâûõ òåòðàýäðà ABCE, ABED,

BCED è CAED (ðèñ. 1(b)). Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Ïàõíåðà ñëåäóåò, ÷òî

åñëè ó íàñ åñòü äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî òðåõìåðíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ, òî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åòûðåõ îïèñàííûõ äâè-

æåíèé ìîæíî ïåðåéòè îò îäíîé òðèàíãóëÿöèè ê äðóãîé.

Òåïåðü, åñëè êàêàÿ-ëèáî âåëè÷èíà, ñîïîñòàâëåííàÿ òðèàíãóëÿöèè ìíîãî-

îáðàçèÿ, íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèÿõ Ïàõíåðà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 0.1, ýòà âå-
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ëè÷èíà íå çàâèñèò è îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà òðèàíãóëÿöèè. Çíà÷èò îíà çàâèñèò

òîëüêî îò òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèì èíâàðèàíòîì äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåðû ïîäîáíîãî ðîäà èíâàðèàí-

òîâ � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ =
∑3

i=0(−1)i #{i-ñèìïëåêñû},3 èíâàðèàíòû

Òóðàåâà-Âèðî [70].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàçâèâàåì òåîðèþ íîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðè-

àíòîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, óçëîâ è çàöåïëåíèé, ïîñòðîåííûõ â ðàáîòàõ

È.Ã. Êîðåïàíîâà [43, 8, 9, 10, 44] â 2001�2004 ãã. Ìû íàçûâàåì ýòè èíâàðèàíòû

ãåîìåòðè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó èõ ïîñòðîåíèå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ

íà ãåîìåòðèþ òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðè-

àíòîâ âêðàòöå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ìû èñïîëüçóåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáîáùåíèå èçâåñòíîé èç òåîðèè ñòðóí

â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå s ↔ t äóàëüíîñòè [5], à ñ äðóãîé � êðó÷åíèå àöèêëè-

÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, ÷òî áåðåò íà÷àëî èç ðàáîò Ê. Ðàéäåìàéñòåðà è Â. Ôðàíöà

1930-õ ãîäîâ [62, 32].

Êàê èçâåñòíî, â òåîðèè ñòðóí ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà ñ÷èòàåòñÿ íå òî÷êîé,

à ëèíèåé; ñîîòâåòñòâåííî, ïðè äâèæåíèè âî âðåìåíè îíà çàìåòàåò ìèðîâóþ ïî-

âåðõíîñòü � ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ñàìè ïî

ñåáå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ äàâíî êëàññèôèöèðîâàíû, íî äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî

s ↔ t äóàëüíîñòü ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíî-

ñòè, îáîáùåíèå s ↔ t äóàëüíîñòè íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé � ýòî òàê íàçûâàåìîå

êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåíòàãîíà. Óðàâíåíèåì ïåíòàãîíà ìû íàçûâàåì âñÿêîå

àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, â åñòåñòâåííîì ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæå-
3Çäåñü è íèæå, ñèìâîë # îçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàêîì-ëèáî êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, â äàííîì ñëó÷àå,

ìíîæåñòâå i-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ.
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íèþ Ïàõíåðà 2 ↔ 3 (ñì. ðèñ. 1(a)), íàïðèìåð ñëåäóþùåå:

VABCDVEABC = −VABEDVBCEDVCAED · 1

l2DE

∂ωDE

∂lDE
. (1)

Çäåñü VABCD � óøåñòåðåííûé îáúåì îðèåíòèðîâàííîãî òåòðàýäðà ABCD â

òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: VABCD = (~rAB × ~rAC) · ~rAD, lDE � åâ-

êëèäîâà äëèíà ðåáðà DE: lDE =
√

~rDE · ~rDE è ωDE � óãîë äåôåêòà â ðåáðå DE,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíóñ ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â

ðåáðå DE, ïî ìîäóëþ 2π.

Ïðîèçâîäíóþ ∂ωDE

∂lDE
â ôîðìóëå (1) íóæíî ïîíèìàòü òàê. Âîêðóã ðåáðà DE

íà ðèñóíêå 1(a) ñîñðåäîòî÷åíî òðè òåòðàýäðà. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå äâó-

ãðàííûå óãëû êàê α, β è γ. Êàæäûé èç ýòèõ óãëîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò lDE

ïðè ôèêñèðîâàííûõ äëèíàõ îñòàëüíûõ äåâÿòè ðåáåð. Òîãäà, ìû ïîëàãàåì

∂ωDE

∂lDE
= − ∂α

∂lDE
− ∂β

∂lDE
− ∂γ

∂lDE
,

ãäå êàæäàÿ èç ïðîèçâîäíûõ â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïðè çíà÷åíèè lDE, ïðè êî-

òîðîì ωDE = 0.

Ìû íå ôîðìàëèçóåì çäåñü ïîíÿòèé �êâàíòîâîå� è �êëàññè÷åñêîå�. Ñîîòíî-

øåíèå (1) ìû íàçûâàåì êëàññè÷åñêèì, ïîñêîëüêó âåëè÷èíû, êîòîðûå îíî ñâÿ-

çûâàåò, íå èìåþò êâàíòîâîãî õàðàêòåðà. Â òî æå âðåìÿ, ñîîòíîøåíèå (1) çà-

ñëóæèâàåò íàçâàíèÿ �êâàçèêëàññè÷åñêîå�, ò.ê. ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷åñêîãî

ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïîíöàíî-Ðåäæå-Ðîáåðòñà [60, 64] è

ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû) îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç àíàëîãè÷íîãî ñîîòíî-

øåíèÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ 6j-ñèìâîëîâ.

Ïîíÿòèå 6j-ñèìâîëà âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Ã. Ðàêà [61], êîòîðûé

îïðåäåëèë èõ äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé â àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè. Ïðèìåðíî
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â ýòî æå âðåìÿ Þ. Âèãíåð [73] äàë áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå 6j-ñèìâîëà ÷å-

ðåç ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2). Ïî ñóòè, 6j-ñèìâîë � ýòî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ îò øå-

ñòè ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ öåëûå èëè ïîëóöåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ. 6j-ñèìâîë îáëàäàåò ìíîæåñòâîì ñèììåòðèé, êîòîðûå åñòåñòâåííî ñâÿçàíû

ñ ñèììåòðèÿìè îáû÷íîãî åâêëèäîâîãî òåòðàýäðà. Êðîìå òîãî, 6j-ñèìâîë óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïåíòàãîíà (Áèäåíãàðíà-Ýëëèîòòà).

Â 1989 ãîäó À. Êèðèëëîâ è Í. Ðåøåòèõèí [38] îïðåäåëèëè êâàíòîâûé

àíàëîã 6j-ñèìâîëà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé îáåðòûâàþùåé àëãåá-

ðû Uq(sl(2)) âçàìåí ãðóïïû SU(2), à â 1992 ãîäó Â. Òóðàåâ è Î. Âèðî [70] íà

îñíîâå êâàíòîâîãî 6j-ñèìâîëà îïðåäåëèëè èíâàðèàíò 3-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

èñïîëüçóÿ êâàíòîâûé àíàëîã óðàâíåíèÿ ïåíòàãîíà.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê èç óðàâíåíèÿ ïåíòàãîíà äëÿ êâàíòîâûõ 6j-ñèìâîëîâ

ïîëó÷àþòñÿ èíâàðèàíòû Òóðàåâà-Âèðî, ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìîæíî ïî-

ñòðîèòü íà îñíîâå �êâàçèêëàññè÷åñêîãî� ñîîòíîøåíèÿ (1). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò

èíâàðèàíòîâ Òóðàåâà-Âèðî, ïîñòðîåíèå íàøèõ èíâàðèàíòîâ åñòåñòâåííî âåñòè

íà ÿçûêå íàêðûòèé è êðó÷åíèé àöèêëè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, ñîïîñòàâëåííûõ ýòèì

íàêðûòèÿì.

Ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû äîïóñêàþò ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ è ìî-

äèôèêàöèè. Íàïðèìåð, âçàìåí òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü òðåõìåðíóþ ñôåðó è ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïû â ãðóïïå SO(4). Íà÷àëî òàêîé äåÿòåëüíîñòè ïîëîæåíî â ðàáîòå

Þ. Òýéëîð è Ê. Âóäâîðäà [66]. Ïîìèìî åâêëèäîâîé è ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèé,

îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü àíàëîã óðàâíåíèÿ ïåíòàãîíà (1) äëÿ äâó-
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ìåðíîé àôôèííîé ãåîìåòðèè ïëîñêîñòè ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé SL(2,R) è çàòåì,

÷åðåç �ãëîáàëèçàöèþ� ýòîé ôîðìóëû, ïîñòðîèòü èíâàðèàíò 3-ìåðíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé, ñì. ðàáîòû [11, 13].

Êðîìå òîãî, ìîæíî äîïîëíèòåëüíî �ïîäêðóòèòü� èíâàðèàíò, ââåäÿ â ðàñ-

ñìîòðåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòà. Äëÿ ëèíçî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ ýòà âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíà â ðàáîòå [50].

Òàêæå ñò�îèò îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïî-

ñòðîåíèè èíâàðèàíòîâ, âåñüìà íàïîìèíàþò êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ñîîòíî-

øåíèé äëÿ êâàíòîâûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîîòíîøå-

íèå (1) åñòü êâàçèêëàññè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà óðàâíåíèÿ ïåíòàãîíà äëÿ 6j-ñèì-

âîëîâ. Ïîýòîìó, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìîãóò îêà-

çàòüñÿ ëèøü ïðåäåëàìè êàêèõ-òî áîëåå îáùèõ êâàíòîâûõ ñòðóêòóð. Áîëåå ïî-

äðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [45].

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè ãåîìåòðè-

÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ìíîãîîáðàçèé, óçëîâ è çàöåïëåíèé, èçó÷åíèå èõ íåêî-

òîðûõ ñâîéñòâ è âû÷èñëåíèå ýòèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû êàê â ÷èñòîé ìàòåìàòèêå äëÿ ðàçëè÷åíèÿ 3-ìíîãîîáðàçèé è

óçëîâ, òàê è â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, à èìåííî, ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ òîïî-

ëîãè÷åñêèõ êâàíòîâûõ òåîðèé ïîëÿ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà äåâÿòü ïàðàãðà-

ôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Â ïåðâîé ãëàâå ìû çàíèìàåìñÿ ïîñòðîåíèåì è âû÷èñëåíèåì ãåîìåòðè÷å-
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ñêîãî èíâàðèàíòà äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîñòðîåíèå â äàííîì ñëó÷àå

ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå øàãè.

• Ïî çàäàííîé äîïóñòèìîé ðàñöâåòêå òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ M ñòðîèì

êëàññ [ρ] ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ : π1(M) → E(3) ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ â ãðóïïå ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå ìíî-

ãîîáðàçèÿ M , ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðó ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ∈ [ρ].

• Îòîáðàæàåì íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Im ρ. Ïîä ýòèì ìû ïîíè-

ìàåì ñëåäóþùåå: âåðøèíû íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèå

îäíîé îðáèòå, ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ãðóïïû

Im ρ; ñèìïëåêñû æå íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè ïåðåõîäÿò â âûïóêëûå ëèíåé-

íûå îáîëî÷êè îáðàçîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí. Âñïîìîãàòåëüíàÿ òåî-

ðåìà 1.1 èç � 1.1 óòâåðæäàåò, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå ñîãëàñîâûâàåòñÿ ñ

äîïóñòèìîé ðàñöâåòêîé, çàäàííîé èçíà÷àëüíî.

• Îïðåäåëÿåì àöèêëè÷åñêèé êîìïëåêñ (� 1.2), ôèêñèðîâàííûå áàçèñû ëè-

íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ êîòîðîãî ñîñòîÿò èç äèôôåðåíöèàëîâ åâêëèäîâûõ âå-

ëè÷èí � êîîðäèíàò âåðøèí, äëèí ðåáåð è ò.ä. Èíâàðèàíò ìíîãîîáðàçèÿ

(ôîðìóëà (1.21)) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êðó÷åíèå ýòîãî àöèêëè÷åñêîãî êîì-

ïëåêñà è ïðîèçâåäåíèå îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ôóíäàìåí-

òàëüíîìó ñåìåéñòâó íàêðûòèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïîñòðîåííûé òàêèì ñïîñîáîì èíâàðèàíò, ñóùåñòâåííûì îá-

ðàçîì çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ρ èëè òî÷íåå, îò êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåä-
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ñòàâëåíèé [ρ]. Ê ïðèìåðó, äëÿ òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (Im ρ = 1) êîìïüþ-

òåðíûå âû÷èñëåíèÿ óêàçûâàþò íà òî, ÷òî íàø èíâàðèàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ïåðâóþ ãðóïïó ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ H1 (ãèïîòåçà 1.18). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ

àáåëåâûõ (íåòðèâèàëüíûõ) ïðåäñòàâëåíèé, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ëèíçîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è ïðîñòðàíñòâà S2 × S1, èíâàðèàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç H1 è êðó÷åíèå

Ðàéäåìàéñòåðà (= ìàêñèìàëüíîå àáåëåâî êðó÷åíèå â òåðìèíîëîãèè Â.Ã. Òóðà-

åâà [19]).

Â ïàðàãðàôå 1.3 (òåîðåìà 1.20) ïîêàçàíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàí-

òû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâÿçíîãî

ñóììèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ïðåäñòàâëåíèÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ãðóïï). Íàêîíåö, â � 1.4 ìû ïðîâîäèì ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ

èíâàðèàíòà äëÿ:

• ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ L(p, q) (â òåîðåìå 1.22 äîêàçàíà îáùàÿ ôîðìóëà

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è q è íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïû Zp);

• îêòàýäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ S3/P24 è íåàáåëåâà ïðåäñòàâëåíèÿ åãî ôóí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïû;

• ïðîñòðàíñòâà S2 × S1 è íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ åãî áåñêîíå÷íîé

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ óçëîâ è çà-

öåïëåíèé. Îñíîâíûå ýòàïû ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó çàöåïëåíèþ L ñòðîèì ñèìïëèöèàëüíîå
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ðàçáèåíèå òðåõìåðíîé ñôåðû S3 òàêîå, ÷òî çàöåïëåíèå ñîñòàâëåíî èç ðå-

áåð ýòîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Â � 2.1 ôîðìóëèðóåòñÿ îáùèé àë-

ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî L.

• Ïî çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ρ : πL → SO(3) ãðóïïû çàöåïëåíèÿ â ãðóïïå

SO(3) ñòðîèì ðàçâåòâëåííîå âäîëü L íàêðûòèå òðåõìåðíîé ñôåðû, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ÿäðó ïðåäñòàâëåíèÿ.

• Îòîáðàæàåì íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Im ρ â ïîëíîé àíàëîãèè ñî

ñëó÷àåì 3-ìíîãîîáðàçèé.

• Ñòðîèì àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ (� 2.2), ôèêñèðîâàííûå áàçèñû ëèíåé-

íûõ ïðîñòðàíñòâ êîòîðîãî ñîñòîÿò èç äèôôåðåíöèàëîâ åâêëèäîâûõ âåëè-

÷èí � êîîðäèíàò âåðøèí, äëèí ðåáåð è ò.ä. Íàêîíåö, â ïðåäïîëîæåíèè

àöèêëè÷íîñòè ýòîãî êîìïëåêñà îïðåäåëÿåì èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ (ôîð-

ìóëà (2.3)) ÷åðåç êðó÷åíèå, ïðîèçâåäåíèå äëèí ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ çà-

öåïëåíèþ, ïðîèçâåäåíèå îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, à òàêæå, ÷åðåç ïàðàìåòðû

ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.

Â � 2.3 ìû ïðîâîäèì ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòà äëÿ òðèëèñòíè-

êà â ñëó÷àå àáåëåâà è íåàáåëåâà ïðåäñòàâëåíèé åãî ãðóïïû â SO(3). Çäåñü æå

ìû ôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äëÿ àáåëåâûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû çà-

öåïëåíèÿ íàø èíâàðèàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà çàöåïëåíèÿ

(ãèïîòåçà 2.6).

Â òðåòüåé çàâåðøàþùåé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû ñòðîèì îáîáùåíèå íàøå-

ãî èíâàðèàíòà, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü �ñêðó÷åííûì� ãåîìåòðè÷åñêèì èíâàðè-
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àíòîì, ò.ê. èäåÿ ïîñòðîåíèÿ çäåñü âî ìíîãîì ñõîæà ñ èäååé ïîñòðîåíèÿ ñêðó-

÷åííîãî ïîëèíîìà Àëåêñàíäåðà. Íàïîìíèì, ÷òî âïåðâûå ñêðó÷åííûé ïîëèíîì

Àëåêñàíäåðà áûë îïðåäåëåí â ðàáîòàõ Ñ. Ëèíà [49] è Ì. Âàäû [71] è âïîñëåä-

ñòâèè èññëåäîâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè, âêëþ÷àÿ Ò. Êèòàíî [40, 41], Ï. Êèðêà è

Ê. Ëèâèíãñòîíà [39].

Â � 3.1 ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå �ñêðó÷åííîé� âåðñèè èíâàðèàíòà äëÿ 3-

ìíîãîîáðàçèé. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâîäèì âû-

÷èñëåíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ S2 × S1, ôîðìóëà (3.10).

Â � 3.2 ìû ñòðîèì �ñêðó÷åííûé� ãåîìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëå-

íèé è ïðîâîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðèëèñòíèêà, ôîðìóëà (3.16).

Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî �ñêðó÷åííûé� ãåîìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç ñêðó÷åííûé ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà (çàìå÷àíèå 3.1).

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• òåîðåìà îá àöèêëè÷íîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî êîìïëåêñà (òåîðåìà 1.11);

• òåîðåìà î ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà îòíîñèòåëü-

íî îïåðàöèè ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé (òåîðåìà 1.20);

• òåîðåìà î çíà÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà äëÿ òðåõìåðíûõ ëèíçî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ (òåîðåìà 1.22);

• ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �ñêðó÷åííîé� âåðñèè ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà òðåõ-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé è çàöåïëåíèé (ãëàâà 3).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [13, 46, 50, 51],

èç íèõ ðàáîòû [13, 46] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Ðåçóëüòàòû, ïðèâîäèìûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü
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• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, äèñêðåòíàÿ

ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ ìíîæåñòâ�, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ Ë.Â. Êåëäûø (Ìîñ-

êâà, 2004 ã.);

• íà ðåãèîíàëüíîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ïðîáëåìû òåîðåòè÷å-

ñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè� (Åêàòåðèíáóðã, 2005 ã., 2007 ã.);

• íà åæåãîäíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ Þæíî-Óðàëüñêîãî ãî-

ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (×åëÿáèíñê, 2003�2006 ãã.);

• íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû êîìïüþòåðíîé òîïîëîãèè è àëãåáðû ×åëÿáèíñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà, ÷ë.-êîðð.

ÐÀÍ Ñ.Â. Ìàòâååâà (×åëÿáèíñê, 2003�2005 ãã.).
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Ãëàâà 1. Ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû òðåõìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé

� 1.1. Äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà è îòîáðàæåíèå Γ: T̃ → R3

Ïóñòü M � ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü

T � åãî òðèàíãóëÿöèÿ, ò.å. ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ òåòðàýäðîâ

∆ âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì ãîìåîìîðôèçìîâ Φ, îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî äâóìåð-

íûõ ãðàíåé òåòðàýäðîâ íà ñåáÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∆/Φ ãîìåîìîðôíî M . Çà-

ìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òðèàíãóëÿöèè ìíîãî-

îáðàçèé, â êîòîðûõ 3-ñèìïëåêñ ìîæåò íå îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì

ñâîèõ âåðøèí, è áîëåå òîãî, ñèìïëåêñó ëþáîé ðàçìåðíîñòè ðàçðåøàåòñÿ âõîäèòü

íåñêîëüêî ðàç â ãðàíèöó ñèìïëåêñà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè íàêðûòèé, äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû H ôóíäàìåí-

òàëüíîé ãðóïïû π1(M) ìíîãîîáðàçèÿ M íàéäåòñÿ òàêîå íàêðûòèå p : M̃ → M ,

÷òî èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì p∗ : π1(M̃) → H ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Òî åñòü, ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàêðûòèÿìè íàä

äàííîé áàçîé è ïîäãðóïïàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áàçû, ðàññìàòðèâàåìû-

ìè ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íàêðûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïå, íàçûâàåòñÿ óíèâåð-

ñàëüíûì. Óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî M̃ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì

îðèåíòèðóåìûì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðè ýòîì, ãðóïïà π1(M) äåéñòâó-

åò íà M̃ ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî è M̃/π1(M) ∼= M .

Ñèìïëèöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà T ìíîãîîáðàçèÿ M åñòåñòâåííûì îáðàçîì èí-
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äóöèðóåò ñèìïëèöèàëüíóþ ñòðóêòóðó T̃ íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà M̃ : êàæ-

äûé ñèìïëåêñ èç T ìîæíî ïîäíÿòü â T̃ (âîîáùå ãîâîðÿ ìíîãèìè ðàçíûìè ñïî-

ñîáàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû π1(M)).

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó eij ∈ T , ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû i è j, âåùå-

ñòâåííîå ÷èñëî λij > 0 òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðà êîìïëåêñà T ñ ðåáðàìè

(eij, eik, eil, ejk, ejl, ekl) âûïîëíÿåòñÿ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

1 0 λ2
ij λ2

ik λ2
il

1 λ2
ij 0 λ2

jk λ2
jl

1 λ2
ik λ2

jk 0 λ2
kl

1 λ2
il λ2

jl λ2
kl 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0. (1.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííîãî åâêëè-

äîâîãî òåòðàýäðà ñ äëèíàìè ðåáåð (λij, λik, λil, λjk, λjl, λkl), åäèíñòâåííîãî ñ òî÷-

íîñòüþ äî èçîìåòðèé, ñì. [2].

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó òåòðàýäðó τ ∈ T çíàê + èëè −. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà

a, ïðèíàäëåæàùåãî i-îìó òåòðàýäðó êîìïëåêñà T , îáîçíà÷èì ϕ
(i)
a âíóòðåííèé

äâóãðàííûé óãîë â ýòîì ðåáðå. Ýòîò äâóãðàííûé óãîë ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé λ... è

áåðåòñÿ ñ òåì çíàêîì, êîòîðûé ïðèïèñàí i-îìó òåòðàýäðó.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Óãëîì äåôåêòà ωa â ðåáðå a íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ωa = −
∑

i

ϕ(i)
a mod 2π,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì òåòðàýäðàì, ñîñðåäîòî÷åííûì âîêðóã ðåáðà a. Çíàê

ìîäóëÿ îçíà÷àåò, ÷òî ωa ∈ [0; 2π).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà êîìïëåêñå T çàäàíà äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà, åñëè

êàæäîìó ðåáðó eij ∈ T ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî λij òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1),
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à âñåì òåòðàýäðàì èç T çíàêè ñîïîñòàâëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè êàæäîì

ðåáðå óãîë äåôåêòà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà T çàäàíà äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà, òî è íà ñèìïëè-

öèàëüíîì êîìïëåêñå T̃ äëÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé M̃ î÷åâèäíûì îáðà-

çîì èíäóöèðóåòñÿ äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà: âñåì ðåáðàì èç ïðîîáðàçà íåêîòîðîãî

ðåáðà eij ∈ T ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî λij, à âñåì òåòðàýäðàì èç

ïðîîáðàçà íåêîòîðîãî òåòðàýäðà τ ∈ T ñîïîñòàâëÿåòñÿ òîò æå çíàê, ÷òî è τ .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü T̃ � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ äëÿ óíèâåðñàëüíîãî íà-

êðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà M̃ . Ïóñòü íà T̃ çàäàíà äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà. Òî-

ãäà, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Γ: T̃ → R3 òàêîå, ÷òî lij = λij,

∀i, j, ãäå lij � äëèíà ðåáðà Γ(eij). Ëþáîå äðóãîå îòîáðàæåíèå Γ′ : T̃ → R3 äëÿ

òîé æå ñàìîé äîïóñòèìîé ðàñöâåòêè ïîëó÷àåòñÿ èç Γ ñîõðàíÿþùåé îðèåí-

òàöèþ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ1 � íåêîòîðûé âûäåëåííûé òåòðàýäð êîìïëåêñà T̃ ,

(λ12, λ13, λ14, λ23, λ24, λ34) � äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà åãî ðåáåð. Îáîçíà÷èì Γ1 : τ1 →
R3 ïðîèçâîëüíîå âëîæåíèå ýòîãî òåòðàýäðà â R3 òàêîå, ÷òî lij = λij. Ïóñòü τ2 �

ñìåæíûé ñ τ1 òåòðàýäð, ò.å. èìåþùèé ñ íèì îáùóþ 2-ìåðíóþ ãðàíü. Òîãäà, î÷å-

âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå Γ2 : τ2 → R3 òàêîå, ÷òî Γ2 = Γ1 íà τ2 ∩ τ1. Ýòî

âëîæåíèå åäèíñòâåííî: òåòðàýäðû Γ1(τ1) è Γ2(τ2) íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó (ïî

ðàçíûå ñòîðîíû) îò èõ îáùåé äâóìåðíîé ãðàíè, åñëè çíàêè òåòðàýäðîâ τ1 è τ2

îäèíàêîâûå (ðàçëè÷íûå). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Γ2 ïðîäîëæàåò

îòîáðàæåíèå Γ1 ñ ïîìîùüþ òåòðàýäðà τ2.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð τi ∈ T̃ è ðàññìîòðèì äëÿ íåãî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîïàðíî ñìåæíûõ òåòðàýäðîâ, íà÷èíàÿ ñ τ1, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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si = (τ1, . . . , τi), â êîòîðîé äëÿ êàæäîé ïàðû (τj, τj+1) ïåðåñå÷åíèå τj ∩ τj+1 åñòü

2-ñèìïëåêñ äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , i}. Òîãäà, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γsi
: τi → R3

êàê ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ Γ1 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè si.

Ëåììà 1.2. Îòîáðàæåíèå Γsi
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè si,

ò.å. åñëè s′i � ëþáàÿ äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåæíûõ òåòðàýäðîâ, ñîåäè-

íÿþùèõ τ1 è τi, òî Γsi
= Γs′i = Γi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ó íàñ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü si, ñîåäèíÿþùàÿ òåòðà-

ýäðû τ1 è τi. Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åå ãåîìåòðè÷åñêè êàê çàäàííóþ ëîìàíîé

ëèíèåé, êàæäûé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê êîòîðîé ñîåäèíÿåò áàðèöåíòðû äâóõ

ñìåæíûõ òåòðàýäðîâ, íà÷èíàþùåéñÿ â áàðèöåíòðå ïåðâîãî òåòðàýäðà è êîí-

÷àþùåéñÿ â áàðèöåíòðå ïîñëåäíåãî. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èìååòñÿ

åùå îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s′i, ñîåäèíÿþùàÿ òåòðàýäðû τ1 è τi, òî Γ1 = Γ′1,

ãäå Γ′1 : τ1 → R3 � ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ Γ1 ñ ïîìîùüþ çàìêíóòîãî ïóòè

si ◦ (s′i)
−1.

Íàïîìíèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå ðåáåð èç T̃ çàäàíà äîïóñòèìàÿ ðàñöâåòêà.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî λij è çíàêè òåòðàýäðîâ âûáðàíû òàê, ÷òî

óãëû äåôåêòà âî âñåõ ðåáðàõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ïóñòü âîêðóã ðåáðà e

ñîñðåäîòî÷åíû n òåòðàýäðîâ τk1
, . . . , τkn

, ïðè÷åì òåòðàýäðû τki
è τki+1

ÿâëÿþòñÿ

ñìåæíûìè äëÿ âñåõ i. Îáîçíà÷èì α çàìêíóòûé ïóòü (τk1
, . . . , τkn

, τk1
). Èç òîãî,

÷òî óãîë äåôåêòà â ðåáðå e ðàâåí íóëþ ñëåäóåò, ÷òî Γk1
= Γ′k1

, ãäå Γ′k1
: τk1

→ R3

� ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ Γk1
ñ ïîìîùüþ α.

Îáîçíà÷èì T̃ ∗
2 � 2-ìåðíûé îñòîâ äóàëüíîãî ïî Ïóàíêàðå êëåòî÷íîãî ðàç-

áèåíèÿ äëÿ T̃ . Íàïîìíèì, ÷òî 0-ìåðíûå êëåòêè êîìïëåêñà T̃ ∗
2 ñîñòîÿò èç áàðè-

öåíòðîâ âñåõ òåòðàýäðîâ èç T̃ ; 1-ìåðíûå � ñîåäèíÿþò äâà áàðèöåíòðà òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå òåòðàýäðû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè; êàæäàÿ

2-ìåðíàÿ êëåòêà èç T̃ ∗
2 ñîîòâåòñòâóåò êëàñòåðó èç òåòðàýäðîâ âîêðóã êàæäîãî

ðåáðà èç T̃ .

Ëåììà 1.3. π1(T̃
∗
2 ) ∼= π1(T̃ ) ∼= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû Âàí-Êàìïåíà, à òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî

ïîëíûé äóàëüíûé ïî Ïóàíêàðå êëåòî÷íûé êîìïëåêñ T̃ ∗ ãîìåîìîðôåí T̃ .

Èç ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòûé ïóòü si ◦ (s′i)
−1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïóòåé âèäà α. Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû 1.2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðà τi ∈ T̃ ìû èìååì âëîæåíèå Γi : τi →
R3, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî äâà âëîæåíèÿ Γi è Γj ñîãëàñîâàíû íà

ïåðåñå÷åíèè τi∩τj,∀i, j. Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γ: T̃ → R3 ïîñðåäñòâîì

Γ(x) = Γi(x) ⇐⇒ x ∈ τi,∀i.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-

äóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò èç îáùåé òîïîëîãèè.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü X = A ∪ B, ãäå A è B � çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà â

X. Ïóñòü èìåþòñÿ íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : A → Y è g : B → Y . Åñëè

f = g íà A ∩B, òî ôóíêöèÿ h, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå

h(x) =





f(x), x ∈ A,

g(x), x ∈ B,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Y . Èç íåïðåðûâíîñòè

f è g, à òàêæå èç òîãî, ÷òî A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â X ñëåäóåò, ÷òî

f−1(C) è g−1(C) � çàìêíóòû â X. Ïîýòîìó, h−1(C) = f−1(C)∪g−1(C) � òàêæå

çàìêíóòî â X .

Ïóñòü y ∈ Y è V � îêðåñòíîñòü òî÷êè y. Òîãäà, h−1(V ) � îêðåñòíîñòü

òî÷êè x = h−1(y). Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

U ⊂ h−1(V ). Îòñþäà ïîëó÷àåì: h(U) ⊂ h(h−1(V )) = V . Ýòî è îçíà÷àåò íåïðå-

ðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ h.

Èç ëåììû 1.4, à òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Γ ñëåäóåò åãî íåïðå-

ðûâíîñòü.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîëîì â âûáîðå âëîæå-

íèÿ Γ1 âûäåëåííîãî òåòðàýäðà τ1. Ïóñòü Γ′1 � ëþáîå äðóãîå âëîæåíèå τ1 â R3.

Îáîçíà÷èì E(3) ãðóïïó ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà R3.

Òîãäà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ E(3) òàêîé, ÷òî Γ′1(τ1) = hΓ1(τ1). Èç ïîñòðîåíèÿ

îòîáðàæåíèÿ Γ ïîëó÷àåì: Γ′(T̃ ) = hΓ(T̃ ). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Γ

íå çàâèñèò îò âûáîðà âûäåëåííîãî òåòðàýäðà τ1 ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

ýëåìåíò ãðóïïû E(3). Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M) äåéñòâóåò íà

T̃ ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî. Ïóñòü τ̃ è τ̃ ′ � ïðîîáðàçû îäíîãî è òîãî æå òåòðàýäðà

τ ∈ T îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íàêðûòèÿ. Òîãäà, íàéäåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò

g ∈ π1(M), ÷òî τ̃ ′ = gτ̃ . Äàëåå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà äëèí ðåáåð òåòðàýäðîâ τ̃

è τ̃ ′ ñîâïàäàþò, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò h ∈ E(3), ÷òî Γ(τ̃ ′) = hΓ(τ̃). Òàêèì

îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ρ : g 7→ h, ïðè÷åì, î÷åâèäíî, ÷òî ρ(g1g2) =

ρ(g1)ρ(g2), ò.å. ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(M) → E(3).
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Ïóñòü Γ′ = h ◦ Γ, ãäå h ∈ E(3). Òîãäà, ρ′ = h−1 ◦ ρ ◦ h, ãäå ρ′ � ïðåä-

ñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèþ Γ′. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ, ρ′ : π1(M) → E(3) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Êàæäîé äîïóñòèìîé ðàñöâåòêå êîìïëåêñà T̃ ñîîòâåò-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ [ρ] ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû π1(M)

â E(3).

Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå

ρ : π1(M) → E(3) (1.2)

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ M â ãðóïïå ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

äâèæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü îòîá-

ðàæåíèå Γρ : T̃ → R3 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ëþáîé òåòðàýäð, âõîäÿùèé â ñèìïëèöèàëüíîå

ðàçáèåíèå îðèåíòèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà M̃ , ìîæíî ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðî-

âàòü, ò.å. óïîðÿäî÷èòü åãî âåðøèíû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê. Íà-

ïðèìåð, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí äâóõ ñìåæíûõ òåòðàýäðîâ âèäà

ABCD è EABC ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàííûì. Ââåäåì íà ìíîæå-

ñòâå âñåõ òåòðàýäðîâ èç T̃ ñîãëàñîâàííóþ îðèåíòàöèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíäàìåíòàëüíûì ñåìåéñòâîì ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè

íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà T̃ íàçûâàåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî F ñèìïëåêñîâ èç T̃ ,

÷òî íàä êàæäûì ñèìïëåêñîì èç T ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí ñèìïëåêñ èç ýòîãî

ñåìåéñòâà.

Ôèêñèðóåì ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî F äëÿ T̃ .
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Ïóñòü v � âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ T , ṽ ∈ F � ïðåäñòàâèòåëü åå ïðîîá-

ðàçà èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Òîãäà ìû ïîìåùàåì îðáèòó òî÷êè ṽ, ò.å.

ìíîæåñòâî {gṽ | g ∈ π1(M)}, â R3 òàê, ÷òî åñëè ṽ2 = gṽ1, ãäå g ∈ π1(M), òî

Γρ(ṽ2) = ρ(g)Γρ(ṽ1). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé âåðøèíå èç ñèìïëèöèàëüíîãî ðàç-

áèåíèÿ T ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî òî÷åê â R3, êîîðäèíàòû êîòîðûõ

ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ãðóïïû E(3).

Çàìå÷àíèå 1.1. Âñå âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà F ïîìåùàþòñÿ â R3

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îäíàêî, ìû âñåãäà áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ êîí-

ôèãóðàöèè ýòèõ âåðøèí â R3 áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ îáùåãî

ïîëîæåíèÿ:

• îáúåìû âñåõ òåòðàýäðîâ èç Γ(F) äîëæíû ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ;

• ðàíã ìàòðèöû
(

∂ωi

∂lj

)
ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå â òî÷êå

ωi = 0, ∀i; çäåñü ωi � óãîë äåôåêòà â i-îì ðåáðå, lj � äëèíà j-ãî ðåáðà, i

è j ïðîáåãàþò âñå ðåáðà èç F .

Äàëåå, êàæäûé ñèìïëåêñ σk ∈ T̃ íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè k ïðè îòîáðàæå-

íèè Γρ ïåðåõîäèò â âûïóêëóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó îáðàçîâ åãî âåðøèí â R3, ò.å.

åñëè v0, . . . , vk � ìíîæåñòâî âåðøèí ñèìïëåêñà σk, òî Γρ(σ
k) =

k∑
i=0

miΓρ(vi), ãäå

m0 + . . . + mk = 1 è mi ≥ 0, ∀i.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ðåáðó e ∈ T̃ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåò-

ñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî � åâêëèäîâà äëèíà åãî îáðàçà Γρ(e) ∈ R3, à êàæäîìó

3-ñèìïëåêñó τ ∈ T̃ � îáúåì åâêëèäîâîãî òåòðàýäðà Γρ(τ). Àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì ìîæíî ãîâîðèòü, ñêàæåì, î äâóãðàííûõ óãëàõ ìåæäó 2-ñèìïëåêñàìè â

òðèàíãóëÿöèè.
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Ïðè îòîáðàæåíèè Γρ, îðèåíòàöèÿ äàííîãî òåòðàýäðà ëèáî ñîâïàäàåò ñ

ôèêñèðîâàííîé îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà R3, ëèáî íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå åãî

îáúåì è âñå äâóãðàííûå óãëû, ïðèíàäëåæàùèå åìó, ìû áåðåì ñî çíàêîì +, âî

âòîðîì � ñî çíàêîì −.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äîïóñòèìóþ ðàñöâåòêó íà êîìïëåêñå T̃ : êàæ-

äîìó ðåáðó ïðèïèñûâàåòñÿ äëèíà åãî îáðàçà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Γρ,

êàæäîìó òåòðàýäðó � çíàê îáúåìà åãî îáðàçà â R3.

Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòà, íàì íåîáõîäèìî ïî-

ëó÷èòü íåñêîëüêî ôîðìóë åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à òàêæå íàïîìíèòü íåêîòîðûå

êëþ÷åâûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ [53, 19].

Íåêîòîðûå ôîðìóëû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîð-

ìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∂ωa

∂lb
îò óãëà äåôåêòà â ðåáðå a ïî äëèíå ðåáðà b, âçÿòûõ

ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíû âñåõ ðåáåð, êðîìå äëèíû ðåáðà b, ôèêñèðîâàíû. ßñíî,

÷òî íåíóëåâûå ïðîèçâîäíûå ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî åñëè a è b ïðèíàäëåæàò îäíîìó

è òîìó æå òåòðàýäðó. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1-é ñëó÷àé. Ðåáðà a = AB è b = CD � ñêðåùèâàþùèåñÿ ðåáðà òåòðàýäðà

ABCD, è â òðèàíãóëÿöèè íåò äðóãèõ òåòðàýäðîâ, ñîäåðæàùèõ îáà ðåáðà

a è b:
∂ωAB

∂lCD
= −lABlCD

VABCD
, (1.3)

ãäå VABCD � óìíîæåííûé íà 6 îáúåì òåòðàýäðà ABCD. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ïðèìåíèì òðåõìåðíûé àíàëîã òåîðåìû êîñèíóñîâ:

l2CD = l2CK + l2DL + l2KL − 2lCKlDL cos ϕAB,
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B

D

A

C

E

b

a

(a) Èëëþñòðàöèÿ ê ôîðìóëå (1.4)

a b

B

D

A

C

E

F

(b) Èëëþñòðàöèÿ ê ôîðìóëå (1.7)

Ðèñ. 1.1.

ãäå K � ïðîåêöèÿ âåðøèíû C íà ðåáðî AB, L � ïðîåêöèÿ âåðøèíû D

íà ðåáðî AB. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ïî lCD è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå

VABCD = lCKlDLlAB sin ϕAB, ïîëó÷èì:

∂ϕAB

∂lCD
=

lABlCD

VABCD
.

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ óãëà äåôåêòà ïîëó÷àåì (1.3).

2-é ñëó÷àé. Ðåáðà a = AB è b = BC ïðèíàäëåæàò îáùåé ãðàíè äâóõ ñìåæíûõ

òåòðàýäðîâ è, ñíîâà, íåò áîëüøå íè îäíîãî òåòðàýäðà, ñîäåðæàùåãî ñðàçó

îáà ðåáðà a è b (ðèñ. 1.1(a)):

∂ωAB

∂lBC
= lABlBC

VCAED

VABCDVEABC
. (1.4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû ìû äîáàâèì ðåáðî DE íà ðèñóíêå 1.1(a).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíû lBC è lDE íà ðèñóíêå 1.1(a) ìîãóò ìåíÿòüñÿ, à

äëèíû îñòàëüíûõ âîñüìè ðåáåð ôèêñèðîâàíû. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû
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âèäà (1.3), íåòðóäíî ïîëó÷èòü:

∂lDE

∂lBC
= − lBC

lDE

VCAEDVABED

VABCDVEABC
. (1.5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂ωAB

∂lBC
=

∂ωAB

∂lDE

∂lDE

∂lBC
= lABlBC

VCAED

VABCDVEABC
.

3-é ñëó÷àé. Ðåáðî a = b = DE ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ðîâíî òðåõ ïðèìûêàþùèõ

ê íåìó òåòðàýäðîâ ABED, BCED è CAED, ïðè÷åì íè îäèí èç ýòèõ

òåòðàýäðîâ íå ñîäåðæèò ýòîãî ðåáðà äâàæäû:

∂ωDE

∂lDE
= −l2DE

VABCDVEABC

VABEDVBCEDVCAED
. (1.6)

Ìû óæå âûïèñûâàëè ýòî ðàâåíñòâî âî ââåäåíèè (ôîðìóëà (1)). Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíû lBC è lDE íà ðèñóíêå 1.1(a) ìîãóò

ìåíÿòüñÿ, à äëèíû îñòàëüíûõ âîñüìè ðåáåð ôèêñèðîâàíû. Òîãäà

0 ≡ dωDE

dlDE
=

∂ωDE

∂lDE
+

∂ωDE

∂lBC
· ∂lBC

∂lDE
=

∂ωDE

∂lDE
+

lBClDE

VBCED
· lDE

lBC

VABCDVEABC

VCAEDVABED
,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëàìè (1.3) è (1.5). Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîð-

ìóëó (1.6).

4-é ñëó÷àé. Ðåáðî a = b = DE ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ > 3 ïðèìûêàþùèõ ê

íåìó òåòðàýäðîâ, ïðè÷åì íè îäèí èç òåòðàýäðîâ íå ñîäåðæèò ýòîãî ðåáðà

äâàæäû.

Ìû âûïèøåì ôîðìóëó òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.1(b),

ò.å. êîãäà âîêðóã ðåáðà DE ñîñðåäîòî÷åíî ÷åòûðå òåòðàýäðà (îáîáùåíèå

íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ î÷åâèäíî):

∂ωDE

∂lDE
= −l2DE

6

(
VABCDVEABC

VABEDVBCEDVCAED
+

VAFBDVEAFB

VAFEDVFBEDVBAED

)
. (1.7)
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Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïðàâàÿ ÷àñòü (1.6) ïëþñ àíàëîãè÷íîå ñëàãà-

åìîå, ïîëó÷åííîå èç íåå çàìåíîé B → F , C → B. Ôîðìóëà (1.7) ïîëó-

÷àåòñÿ, åñëè ìû ïðîâåäåì íà ðèñóíêå 1.1(b) äèàãîíàëü AB è ïðèìåíèì

ôîðìóëó (1.6) ê êàæäîé èç ôèãóð ABCDE è ABFDE. Ñêëàäûâàÿ óãëû

äåôåêòà â DE äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôèãóð, ìû î÷åâèäíî ïîëó÷èì óãîë

äåôåêòà ωDE äëÿ âñåé ôèãóðû ABCFDE.

5-é ñëó÷àé. Íà ñàìîì äåëå íàøå îïðåäåëåíèå òðèàíãóëÿöèè äîïóñêàåò òàêèå

ñêëåéêè ãðàíåé òåòðàýäðîâ, ïðè êîòîðûõ ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷-

íûå êîìáèíàöèè èç ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíîñòåé. Òî÷íåå, ðåáðî b ìîæåò

îêàçàòüñÿ

• ïðîòèâîëåæàùèì ðåáðó a (1-é ñëó÷àé), ïðè÷åì ñðàçó â íåñêîëüêèõ

òåòðàýäðàõ;

• ïðèíàäëåæàùèì îáùåé ñ a äâóìåðíîé ãðàíè (2-é ñëó÷àé), ïðè÷åì íå

îäíîé;

• ñîâïàäàþùèì ñ a (êàê â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ñëó÷àÿõ),

è ýòè âîçìîæíîñòè (êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû) íå èñêëþ÷àþò äðóã äðó-

ãà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ñðàçó íåñêîëüêî �ïóòåé âëèÿíèÿ� äèôôå-

ðåíöèàëà dlb íà äèôôåðåíöèàë dωa è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂ωa

∂lb

íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïóòÿì.

Îïðåäåëåíèå àöèêëè÷åñêîãî êîìïëåêñà è êðó÷åíèÿ. Ïóñòü C0,

C1, . . . , Cn � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ

èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííûìè áàçèñàìè è fi : Ci+1 → Ci � ëèíåé-
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íûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè, êîòîðûå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìàòðèöàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæå-

íèé

C = (0 −→ Cn
fn−1−−→ Cn−1 −→ . . . −→ C1

f0−→ C0 −→ 0) (1.8)

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì, åñëè Im fi ⊂ Ker fi−1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n − 1. Ýòî

óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî fi−1fi = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîñòðàíñòâî Hi(C) = Ker fi−1/ Im fi íàçûâàåòñÿ i-îé ãî-

ìîëîãèåé êîìïëåêñà C.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Êîìïëåêñ C íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, åñëè Hi(C) = 0 äëÿ

âñåõ i. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî rank fi−1 = dim Ci − rank fi.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.8) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì êîìïëåêñîì. Ïóñòü

Ci � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ci, è Bi ⊂ Ci

� ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Im fi.

Îáîçíà÷èì Bi
fi íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà â ïðîñòðàí-

ñòâå Coker fi+1 = Ci+1/ Im fi+1 ê áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå Im fi. Â ñèëó àöèêëè÷íî-

ñòè êîìïëåêñà, òàêàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé. Òàêèì îáðà-

çîì, Bi
fi åñòü áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû fi, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà Bi+1 è ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà Ci \ Bi.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

τ(C) =
n−1∏

i=0

(det Bi
fi)

(−1)i+1

, (1.9)

íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì àöèêëè÷åñêîãî êîìïëåêñà C.
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Òåîðåìà 1.6 ([19]). Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà êðó÷åíèå τ(C) íå çàâèñèò îò âû-

áîðà ïîäìíîæåñòâ Bi.

Çàìå÷àíèå 1.2. Êðó÷åíèå τ(C) çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ci.

Åñëè â àöèêëè÷åñêîì êîìïëåêñå C â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Ci ñäåëàòü íåâûðîæ-

äåííóþ çàìåíó áàçèñà ñ ìàòðèöåé Ai, òî êðó÷åíèå óìíîæèòñÿ íà âåëè÷èíó
n∏

i=0

(det Ai)
(−1)i+1

.

Ââåäåì ïîíÿòèå íåâûðîæäåííîé τ -öåïè, ñëåäóÿ Â.Ã. Òóðàåâó [19].

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü αi � íåêîòîðûé íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàí-

ñòâà Ci êîìïëåêñà (1.8). Ïóñòü Si � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû fi, îáðàçîâàííàÿ òàêè-

ìè ýëåìåíòàìè ai
jk, ÷òî j ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç αi+1 è k ñîîòâåò-

ñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç αi. Íàáîð ìíîæåñòâ (α0, α1, . . . , αn) íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííîé τ -öåïüþ, åñëè äëÿ âñåõ i ìàòðèöû Si ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè è

íåâûðîæäåííûìè.

Ëåììà 1.7. Êîìïëåêñ (1.8) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â íåì íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ τ -öåïü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîìïëåêñ (1.8) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Òîãäà íàáîð

ìíîæåñòâ (B0, . . . ,Bn−1, Cn) îáðàçóåò íåâûðîæäåííóþ τ -öåïü.

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ τ -öåïü (α0, α1, . . . , αn). Èç òî-

ãî, ÷òî (1.8) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, ñëåäóåò, ÷òî rank fi−1 + rank fi ≤ dim Ci. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî Si � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ñëåäóåò,

÷òî

rank fi ≥ #αi+1 = dim Ci −#αi = dim Ci − dim Ci−1 + . . . + (−1)i dim C0.
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Îòêóäà,

rank fi−1 + rank fi ≥ dim Ci.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî rank fi−1 + rank fi = dim Ci, êîòîðîå è îçíà÷àåò

àöèêëè÷íîñòü êîìïëåêñà (1.8).

Ïðîñòðàíñòâî E(3)-ïðåäñòàâëåíèé. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãî-

ìîìîðôèçìîâ Hom(π1(M), E(3)) ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, ãäå π1(M)

íàäåëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, à E(3) ∼= RP 3 × R3 � îáû÷íîé òîïîëîãè-

åé ìíîãîîáðàçèÿ RP 3 × R3. Ïîñêîëüêó π1(M) � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ãðóï-

ïà, òî òîïîëîãèþ íà Hom(π1(M), E(3)) ìîæíî çàäàòü ïðåäáàçîé1, ñîñòîÿùåé

èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ug,V = {ρ : π1(M) → E(3) | ρ(g) ∈ V } ïðîñòðàíñòâà

Hom(π1(M), E(3)), ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî g ∈ π1(M) è êàæäîãî îòêðûòîãî

ïîäìíîæåñòâà V ⊂ E(3).

Òàê êàê öåíòð ãðóïïû E(3) òðèâèàëåí, òî îíà ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà

Hom(π1(M), E(3)) ñîïðÿæåíèÿìè: äëÿ ëþáîãî h ∈ E(3) è äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ρ ∈ Hom(π1(M), E(3)) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü h·ρ = h−1◦ρ◦h. Îïðåäåëèì

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî E(3)-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû π1(M) êàê ïðîñòðàí-

ñòâî

R(M, E(3)) = Hom(π1(M), E(3))/E(3),

ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ : π1(M) → E(3), è èíäó-

öèðîâàííîé íà íåì ôàêòîð-òîïîëîãèåé.

Ïðîñòðàíñòâî Hom(π1(M), E(3)) ìîæíî ïðåâðàòèòü â âåùåñòâåííîå àë-

ãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå çàäàíèå
1Ñåìåéñòâî S ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé òîïîëîãèè åñëè ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå-

÷åíèé ýëåìåíòîâ èç S îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè.
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ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû:

π1(M) = {t1, . . . , tν | r1, . . . , rµ}. (1.10)

Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(M) → E(3) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè

ρ(tk), ïðåäñòàâëÿåìûõ âåêòîðàìè â R9:

tk 7→ (eiθk, eiϕk, eiψk; xk, yk, zk) ∈ C3 × R3 ∼= R9,

ãäå (θk, ϕk, ψk) � óãëû Ýéëåðà, ïàðàìåòðèçóþùèå ãðóïïó SO(3). Òàêèì îáðàçîì,

ìû ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå Hom(π1(M), E(3)) → R9ν . Êàæäîìó ñîîòíîøåíèþ rj â

êîïðåäñòàâëåíèè (1.10) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ â R9ν.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hom(π1(M), E(3)) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê

ïîäìíîæåñòâî â R9ν, çàäàííîå ñèñòåìîé âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ò.å. âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñëåäóÿ [21].

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ⊂ Rn îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-

íèé: F1(x) = . . . = Fm(x) = 0, ãäå x = (x1, . . . , xn).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Òî÷êà x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) ∈ X íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ðàçìåðíî-

ñòè d, ãäå 0 ≤ d ≤ n, åñëè x0 èìååò îêðåñòíîñòü U â Rn òàêóþ, ÷òî X∩U = V ∩U ,

ãäå V � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû F1(x) = . . . = Fn−d(x) = 0, è ìàòðèöà ðàç-

ìåðà n × (n − d), ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(

∂Fi

∂xj

)
, â òî÷êå x0 èìååò

ðàíã n− d.

Òåîðåìà 1.8 ([21]). Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X îòêðûòî.

Ïóñòü x0 � ãëàäêàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X ðàçìåðíîñòè d. Ïî òåîðåìå 1.8,

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 öåëèêîì ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêèõ òî÷åê òîé æå
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ðàçìåðíîñòè. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè, ìû ìîæåì ïàðàìåòðè-

çîâàòü òî÷êè â U ÷åðåç d âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò è òåì ñàìûì íàäåëèòü U

ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè d â Rn.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(M) → E(3) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

åñëè ρ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà Hom(π1(M), E(3)).

Òàêèì îáðàçîì, â Hom(π1(M), E(3)) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ðåãóëÿðíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, â êîòîðîé âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè è ìîãóò

áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ýòè

êîîðäèíàòû ìû áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

ïðåäñòàâëåíèåì.

� 1.2. Àöèêëè÷åñêèé êîìïëåêñ è èíâàðèàíò 3-ìíîãîîáðàçèÿ

Âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : π1(M) → E(3),

öåíòðàëèçàòîðîì ïîäãðóïïû Im ρ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g ∈ E(3),

òàêèõ ÷òî gρ(h)g−1 = ρ(h) äëÿ âñåõ h ∈ π1(M).

Öåíòðàëèçàòîð îáðàçóåò ïîäãðóïïó â E(3), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì E(3)ρ.

Àëãåáðó Ëè ãðóïïû E(3)ρ (êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå) ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü e(3)ρ. Äðóãèìè ñëîâàìè,

e(3)ρ = {u ∈ e(3) | Adρ(h) u = u,∀h ∈ π1(M)} = H0(M ; Adρ),
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ãäå Adρ = Ad ◦ρ : π1(M) → Aut(e(3)) è Ad: g 7→ Adg � ïðèñîåäèíåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, H0(M ; Adρ) � íóëåâàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â àë-

ãåáðå Ëè e(3).

Âûáåðåì íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áàçèñ âñåé

àëãåáðû Ëè e(3), ñîñòîÿùèé èç òðåõ ñäâèãîâ dx, dy è dz âäîëü îñåé äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò è òðåõ âðàùåíèé dϕx, dϕy è dϕz âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ

îñåé. Òîãäà, ìû òàêæå èìååì èíäóöèðîâàííûé îãðàíè÷åíèåì áàçèñ â ïîäàëãåáðå

e(3)ρ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(M) → E(3) íàçûâàåòñÿ àáåëåâûì

(òðèâèàëüíûì) åñëè åãî îáðàç åñòü àáåëåâà (òðèâèàëüíàÿ) ïîäãðóïïà â E(3).

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü e(3) � àëãåáðà Ëè ãðóïïû E(3), o � òðèâèàëüíàÿ

àëãåáðà Ëè. Òîãäà:

e(3)ρ =





e(3), åñëè ρ òðèâèàëüíî;

o, åñëè ρ íåàáåëåâî.
(1.11)

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ àáåëåâî, òî

e(3)ρ =





t(3), åñëè Im ρ ñîñòîèò èç ñäâèãîâ âäîëü íåïàðàëëåëüíûõ îñåé;

t(3)⊕ so(2), åñëè Im ρ ñîñòîèò èç ñäâèãîâ âäîëü ïàðàëëåëüíûõ îñåé;

e(3)2, åñëè Im ρ 6⊂ T (3).
(1.12)

Çäåñü t(3) � òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ãðóïïû òðàíñëÿöèé T (3), e(3)2 � äâóìåð-

íàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû e(3), ñîñòîÿùàÿ èç äèôôåðåíöèàëà âèíòîâîãî äâèæå-

íèÿ âäîëü ôèêñèðîâàííîé îñè â ïðîñòðàíñòâå R3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, åñëè ρ òðèâèàëüíî, öåíòðàëèçàòîð ãðóïïû Im ρ ñîâ-

ïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé E(3), ñëåäîâàòåëüíî e(3)ρ = e(3).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà òðàíñëÿöèé T (3) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé àáåëåâîé

ïîäãðóïïîé â E(3) ∼= SO(3) n T (3), ãäå n � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

è E(3)/T (3) ∼= SO(3). Ïóñòü, ïðåäñòàâëåíèå ρ íåàáåëåâî. Â ýòîì ñëó÷àå, Im ρ

ñîñòîèò èç âðàùåíèé (è, ìîæåò áûòü, ñäâèãîâ) âîêðóã êàê ìèíèìóì äâóõ íåïà-

ðàëëåëüíûõ îñåé, ñêàæåì u è v. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî E(3)ρ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â T (3). Íî ñäâèã âäîëü ëþáîé îñè íå ìîæåò êîììóòèðîâàòü ñ îáîèìè ïîâîðîòàìè

âîêðóã îñåé u è v. Ïîýòîìó, E(3)ρ = 1 è e(3)ρ = o.

Íàêîíåö, ïóñòü ρ � àáåëåâî ïðåäñòàâëåíèå. Åñëè Im ρ ⊂ T (3), òî î÷åâèä-

íî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïåðâûå äâå ñòðîêè â (1.12).

Åñëè æå Im ρ 6⊂ T (3), òî Im ρ ñîñòîèò èç âðàùåíèé (ëèáî èç âèíòîâûõ äâèæå-

íèé) âîêðóã íåêîòîðîé îñè z â R3. Ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà òèïà äâèæåíèé â

ãðóïïå E(3), êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç Im ρ: âðàùåíèå âî-

êðóã îñè z è ñäâèã âäîëü íåå. Ïîýòîìó, àëãåáðà e(3)ρ â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç

äèôôåðåíöèàëà âèíòîâîãî äâèæåíèÿ âäîëü îñè z.

Ïóñòü Ni � êîëè÷åñòâî i-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ â ôóíäàìåíòàëüíîì ñåìåé-

ñòâå F .

Îïðåäåëèì 3N0-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R3N0
x êàê ïðîñòðàíñòâî

âñåõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà âåðøèí ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà F â R3.

Îïðåäåëèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (dx) = TΓR3N0
x . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðî-

ñòðàíñòâî (dx) ñîñòîèò èç ôîðì îáúåìà dxA ∧ dyA ∧ dzA äëÿ êàæäîé âåðøèíû

A ∈ F . Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå (dx) ïîðîæäàåòñÿ âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò â

R3. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò äåêàðòîâà.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f1 : e(3)ρ → (dx), îïðåäåëåííîå ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Øåñòü ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè e(3) � dx, dy, dz, dϕx, dϕy, dϕz

� ïîä äåéñòâèåì f1 îòîáðàæàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò âåðøèíû A ïî

î÷åâèäíîé ôîðìóëå:



dxA

dyA

dzA




=




0 dϕz −dϕy

−dϕz 0 dϕx

dϕy −dϕx 0







xA

yA

zA




+




dx

dy

dz




, (1.13)

ãäå xA, yA è zA � êîîðäèíàòû âåðøèíû A.

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (dg) = T[ρ]R(M, E(3)). Åãî áàçèñ ôèê-

ñèðîâàí è ñîñòîèò èç äèôôåðåíöèàëîâ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, çàäàííûõ â îêðåñò-

íîñòè [ρ]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè [ρ] ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé (íàïðèìåð, äëÿ

êîíå÷íîé ãðóïïû π1(M)), òî (dg) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî

T[ρ]R(M, E(3)) ∼= H1(M ; Adρ) = Z1(M ; Adρ)/B
1(M ; Adρ), (1.14)

ãäå Z1(M ; Adρ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîöèêëîâ, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îòîáðà-

æåíèé ξ : π1(M) → e(3), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

ξ(g1g2) = ξ(g1) + Adρ(g1) ξ(g2); (1.15)

B1(M ; Adρ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîãðàíèö, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îòîáðàæå-

íèé ξ : π1(M) → e(3), êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ = u − Adρ u äëÿ

íåêîòîðîãî u ∈ e(3).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü θ : π1(M) → E(3) � òðèâèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà,

óñëîâèå (1.15) èìååò âèä ξ(g1g2) = ξ(g1) + ξ(g2) = ξ(g2g1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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ëþáîé 1-êîöèêë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì H1(M) → e(3), ãäå H1(M)

� ïåðâàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ M . Âñå êîãðàíèöû â äàííîì ñëó÷àå

òðèâèàëüíû. Ïîýòîìó,

H1(M ; Adθ) = Hom(H1(M), e(3)) ∼=
β1⊕

e(3),

ãäå β1 � ðàíã ãðóïïû H1(M).

Ïóñòü e ∈ F ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Ïóñòü

Le = 1
2l

2
e , ãäå le � åâêëèäîâà äëèíà ðåáðà Γ(e) ∈ R3. Îïðåäåëèì N1-ìåðíîå âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî RN1

L êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà ðåáåð

ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà F â R. Íèæíèé èíäåêñ L ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî áàçèñ

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ (L1, . . . , LN1
). Îïðåäåëèì êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî (dL) = TΓRN1

L .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f2 : (dx) ⊕ (dg) → (dL). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, çàäàííûå äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò âåðøèí A è B ïðè f2 ïåðåõîäÿò

â

dLAB =(xB − xA)(dxB − dxA) + (yB − yA)(dyB − dyA)+

(zB − zA)(dzB − dzA) +
n∑

i=1

∂LAB

∂gi
dgi.

(1.16)

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò ïðîñòî èçìåíåíèå âåëè÷èíû LAB ïðè

áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ êîîðäèíàò òî÷åê A è B è ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

g1, . . . , gn ïðåäñòàâëåíèÿ ρ.

Ïîñêîëüêó áàçèñû ïðîñòðàíñòâ e(3)ρ, (dx), (dg) è (dL) ôèêñèðîâàíû, òî

îòîáðàæåíèÿ f1 è f2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ìàòðèöàìè, êîòîðûå ìû

äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè.



36

Îáîçíà÷èì Ωe = ωe

le
, ãäå ωe � óãîë äåôåêòà ðåáðà Γ(e) (ñì. îïðåäåëå-

íèå 1.1). Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó (dL), îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî (dΩ) = TΓRN1

Ω .

Çàíóìåðóåì ðåáðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà â íåêîòîðîì ïîðÿäêå è

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó f3 =
(

∂Ωi

∂Lj

)
, ãäå i è j ïðîáåãàþò âñå ðåáðà èç F ,

à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå ω1 = . . . = ωN1
= 0. Ýëåìåíòû ìàòðèöû

f3 îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì èç ïÿòè ñëó÷àåâ, ðàçîáðàííûõ âûøå, ïî ôîðìóëàì (1.3),

(1.4), (1.6) è (1.7). Èç ýòèõ ôîðìóë, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà f3 ñèì-

ìåòðè÷íà. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî.

Ëåììà 1.10. Ìàòðèöà f3 ñèììåòðè÷íà, ò.å. fT
3 = f3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî f3 =
(

1
lilj

∂ωi

∂lj

)
. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû
(

∂ωi

∂lj

)
. Íàéäåì ãåññèàí ôóíêöèè H(l1, . . . , lN1

) =
∑
k

lkωk

â òî÷êå ω1 = . . . = ωN1
= 0:

∂

∂lj

(
∂H

∂li

)
=

∂

∂lj

(
ωi +

N1∑

k=1

lk
∂ωk

∂li

)
=

∂ωi

∂lj
,

ò.ê.
N1∑
k=1

lkdωk = 0 (ñëåäñòâèå èç äèôôåðåíöèàëüíîãî òîæäåñòâà Øëåôëè [54,

ñòð. 281�295]). Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îáîçíà÷èì e(3)∗ρ, (dx)∗ è (dg)∗ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ôèêñèðîâàííûå

áàçèñû êîòîðûõ äâîéñòâåííû áàçèñàì ïðîñòðàíñòâ e(3)ρ, (dx) è (dg) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè, ê ïðèìåðó, d = (d1, . . . , dk) � áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà e(3)ρ, òî áàçèñ d∗ = (d∗1, . . . , d
∗
k) ïðîñòðàíñòâà e(3)∗ρ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-

âèé:

d∗i (dj) =





1, i = j,

0, i 6= j.
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Òåîðåìà 1.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé

0 −→ e(3)ρ
f1−→ (dx)⊕ (dg)

f2−→ (dL)
f3=fT

3−−−→ (dΩ)
−fT

2−−→ (dx)∗ ⊕ (dg)∗
fT
1−→ e(3)∗ρ −→ 0

(1.17)

ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì êîìïëåêñîì (ñì. îïðåäåëåíèå 1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðèì óñëîâèÿ àöèêëè÷íîñòè âî âñåõ

ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.17).

Àöèêëè÷íîñòü â e(3)ρ (= èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f1) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè (ñì. çà-

ìå÷àíèå 1.1).

Àöèêëè÷íîñòü â (dx) ⊕ (dg). Áàçèñíûå ýëåìåíòû àëãåáðû e(3)ρ ïîðîæäàþò

ãëîáàëüíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ñìåùåíèÿ âåðøèí ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà,

íå ìåíÿþùèå äëèí ðåáåð. Ïîñêîëüêó (dg) ⊂ Coker f1, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Im f1 ⊂ Ker f2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

êîîðäèíàòàì âåðøèí ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà ïðèäàíû áåñêîíå÷íî ìàëûå

ïðèðàùåíèÿ d~vi òàê, ÷òî âñå dLj = 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò u àëãåáðû Ëè

e(3)ρ, ÷òî äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ

d~vi = u · ~vi,

ãäå ~vi � ðàäèóñ-âåêòîð i-îé âåðøèíû. Òî ÷òî u ∈ e(3) è íå çàâèñèò îò i î÷åâèäíî

èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî uρ(h) = ρ(h)u äëÿ âñåõ h ∈
π1(M).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òà-

êîå h ∈ π1(M), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ uρ(h) 6= ρ(h)u. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî
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åñëè îáúåìû âñåõ òåòðàýäðîâ èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà íå ðàâíû íóëþ, òî

u ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî ìàëûå ñìåùåíèÿ âåðøèí èç F , ïðè êîòîðûõ dLA,hA 6= 0,

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç F . Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, åñëè dLj = 0

∀j ∈ F . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî uρ(h) = ρ(h)u äëÿ

âñåõ h ∈ π1(M). Ïîýòîìó, Ker f2 ⊂ Im f1 è çíà÷èò Im f1 = Ker f2, ò.å. ìû èìååì

àöèêëè÷íîñòü â (dx)⊕ (dg).

Àöèêëè÷íîñòü â (dL). Ýëåìåíòû ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà (dx)/e(3)ρ ⊕ (dg) ïî-

ðîæäàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ äëèí ðåáåð ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà,

íî îñòàâëÿþò íóëåâûìè óãëû äåôåêòà, ò.å. Im f2 ⊂ Ker f3.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

âåëè÷èíû Lj ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ dLj òàê, ÷òî âñå dΩk = 0,

òî dLj ïîðîæäàþòñÿ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà (dx) ⊕ (dg). Äîêà-

æåì ñíà÷àëà �êîíå÷íóþ� âåðñèþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1.12. Ïóñòü äëèíàì ðåáåð ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà F ïðèäàíû

äîñòàòî÷íî ìàëûå, íî êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ ∆lj òàê, ÷òî âñå ∆ωk = 0. Òî-

ãäà, íàéäåòñÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ρ′ ñ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè (g′1, . . . , g
′
n)

è òàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê â R3, ÷òî äëÿ ðåáðà j = AB ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðè-

ðàùåíèÿ ∆Lj èìååò âèä:

∆Lj = lj∆lj =(xB − xA)(∆xB −∆xA) + (yB − yA)(∆yB −∆yA)+

(zB − zA)(∆zB −∆zA) +
n∑

i=1

∂Lj

∂gi
∆gi,

(1.18)

ãäå ∆gi = g′i − gi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∆lj äîñòàòî÷íî ìàëû, òî âñå îïðåäåëèòåëè âèäà (1.1)

îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Âìåñòå ñ óñëîâèåì ∆ωk = 0, ∀k ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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âåëè÷èíû lj + ∆lj çàäàþò äîïóñòèìóþ ðàñöâåòêó íà êîìïëåêñå T è èíäóöèðî-

âàííóþ äîïóñòèìóþ ðàñöâåòêó íà êîìïëåêñå T̃ äëÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþ-

ùåé. Ïî òåîðåìå 1.1, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Γ′ : T̃ → R3 òàêîå,

÷òî l′j = lj + ∆lj, ∀j, ãäå l′j � äëèíà ðåáðà Γ′(ej). Òîãäà, îáðàçû âñåõ âåðøèí èç

ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà îòíîñèòåëüíî Γ′ è ñîñòàâëÿþò èñêîìîå ìíîæåñòâî

òî÷åê.

Äàëåå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.5, äîïóñòèìîé ðàñöâåòêå âåëè÷èíàìè l′j

îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé [ρ′], êîòîðûé âîîá-

ùå ãîâîðÿ íå ñîâïàäàåò ñ êëàññîì [ρ], îòâå÷àþùèì äîïóñòèìîé ðàñöâåòêå âå-

ëè÷èíàìè lj. Íàïîìíèì, ÷òî ρ � ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå (îïðåäåëåíèå 1.9).

Èç òåîðåìû 1.8 ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè [ρ] (ñîäåðæàùåé [ρ′]) âñå

òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R(M, E(3)) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè n

(îïðåäåëåíèå 1.8). Ïîýòîìó, åñëè (g1, . . . , gn) è (g′1, . . . , g
′
n) � ëîêàëüíûå ïàðà-

ìåòðû ïðåäñòàâëåíèé ρ è ρ′ ñîîòâåòñòâåííî, òî îïðåäåëåíû ∆gi = g′i− gi òàêèå,

÷òî âûïîëíåíî (1.18).

Èç ëåììû 1.12 ñëåäóåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

R3N0
x ×R(M, E(3))

F2−→ RN1

L

F3−→ RN1

Ω , (1.19)

ãäå F2 è F3 � äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè Γ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Ker F3 ⊂ Im F2. Ïî óñëîâèÿì îáùåãî ïîëîæåíèÿ

èç çàìå÷àíèÿ 1.1, ðàíã ìàòðèöû f3 ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â Γ, êî-

òîðîå ìû îáîçíà÷èì µ. Òîãäà, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, â ïðîñòðàíñòâå

RN1

L íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè Γ, âñå òî÷êè êîòîðîé ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü

áàçèñíûìè âåêòîðàìè L1, . . . , LN1−µ, ïðèíàäëåæàùèìè ïðîñòðàíñòâó Ker F3. Òå-

ïåðü, ïðèäàâàÿ ìàëûå êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ ∆Lj âåëè÷èíàì L1, . . . , LN1−µ (ïðè
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ýòîì, ∆Ωk = 0, ∀k) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆Lj → dLj, ïîëó÷àåì, ÷òî

Ker f3 ⊂ Im f2. Âìåñòå ñ îáðàòíûì âêëþ÷åíèåì ýòî äàåò àöèêëè÷íîñòü â ïðî-

ñòðàíñòâå (dL).

Àöèêëè÷íîñòü â îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå Ker f3 =

Im f2 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

rank f3 = dim(dL)− rank f2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî dim(dL) = dim(dΩ) è rank(−fT
2 ) = rank f2, ïîëó÷àåì:

rank(−fT
2 ) = dim(dΩ)− rank f3,

ò.å. àöèêëè÷íîñòü â ÷ëåíå (dΩ). Àíàëîãè÷íî, àöèêëè÷íîñòü â îñòàâøèõñÿ ïðî-

ñòðàíñòâàõ (dx)∗⊕(dg)∗ è e(3)∗ρ ñëåäóåò èç àöèêëè÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ (dx)⊕
(dg) è e(3)ρ ñîîòâåòñòâåííî. Òåîðåìà 1.11 äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì C0, C1 è C2 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ e(3)ρ, (dx) ⊕ (dg) è (dL) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü Bi ⊂ Ci � ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàí-

ñòâó Im fi. Îáîçíà÷èì Bi
fi áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû fi, ñòðîêè êîòîðîãî ñîîò-

âåòñòâóþò âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà Ci−1 \ Bi−1, à ñòîëáöû � âåêòîðàì èç ìíîæå-

ñòâà Bi. Ïðè ýòîì ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B3 = C2 \ B2. Òîãäà, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 1.6, êðó÷åíèå àöèêëè÷åñêîãî êîìïëåêñà (1.17) èìååò âèä:

τ = (−1)rank f2
(det B2

f2)
2

det B3
f3 (det B1

f1)2 . (1.20)

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç ôîðìû àöèêëè÷åñêîãî êîìïëåêñà (1.17) ñëåäóåò, ÷òî êðó÷å-

íèå τ íå çàâèñèò îò óïîðÿäî÷åíèÿ ìíîæåñòâ Ci.
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Ïîëîæèì

Iρ(M) =
τ∏

(−V )
, (1.21)

ãäå V îáîçíà÷àåò óøåñòåðåííûé îáúåì òåòðàýäðà è ïðîèçâåäåíèå ðàñïðîñòðà-

íÿåòñÿ íà âñå òåòðàýäðû èç F .

Òåîðåìà 1.13. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ âåëè÷èíà Iρ(M) ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòîì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ëåìì. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî âå-

ëè÷èíà Iρ(M) íå çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ äåòàëåé åå ïîñòðîåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îíà

íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà F . Âî-âòîðûõ, îò âûáîðà

òðèàíãóëÿöèè T ìíîãîîáðàçèÿ M . Íàêîíåö, Iρ(M) íå çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ

Γ, ò.å., íå èìååò çíà÷åíèÿ, â êàêèå èìåííî òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìû

ïîìåùàåì âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà.

Ëåììà 1.14. Âåëè÷èíà Iρ(M) íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñå-

ìåéñòâà F , à òàêæå îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè [ρ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå ñèì-

ïëåêñû èç ðàçíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñåìåéñòâ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîñðåä-

ñòâîì èçîìåòðèé, òî äëèíû ðåáåð, äâóãðàííûå óãëû è îáúåìû òåòðàýäðîâ ïðè

çàìåíå îäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà äðóãèì íå ìåíÿþòñÿ. Ìîãóò ìå-

íÿòüñÿ ëèøü áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ (dx) è (dx)∗. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû îñòà-

âàòüñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó.

Îáîçíà÷èì A ∈ SO(3N0) ìàòðèöó çàìåíû áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå (dx),

B � ìàòðèöó çàìåíû áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå (dx)∗. Òîãäà, f̃2 = f2A, −̃fT
2 =

−B−1fT
2 = −f̃2

T
= −ATfT

2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B = (AT )−1. Çíà÷èò êðó÷åíèå
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êîìïëåêñà (1.17) ïðè çàìåíå ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà äåëèòñÿ íà (det A)2 =

1 (ñì. çàìå÷àíèå 1.2).

Àíàëîãè÷íî, ïðè çàìåíå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûì, ìåíÿåòñÿ òîëü-

êî ñèñòåìà êîîðäèíàò â R3, à çíà÷èò áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ (dx) è (dx)∗. Â

îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîýòîìó èçìåíåíèå

êðó÷åíèÿ êîìïëåêñà (1.17) âíîâü ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ íà êâàäðàò îïðåäåëèòå-

ëÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíò (1.21) îñòàåòñÿ íåèçìåí-

íûì. Ëåììà 1.14 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.15 ([43]). Âåëè÷èíà Iρ(M) íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðà-

çèÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Iρ(M) îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè äâèæåíèÿõ

Ïàõíåðà 2 ↔ 3 è 1 ↔ 4 òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ M . Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè

äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äâèæåíèé 2 → 3 è 1 → 4.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè 2 → 3, ìû çàìåíÿåì îáúåäèíåíèå äâóõ

ñìåæíûõ òåòðàýäðîâ ABCD è EABC íà îáúåäèíåíèå òðåõ òåòðàýäðîâ ABED,

BCED è CAED ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ íîâîãî ðåáðà DE (ðèñ. 1(a)). Òîãäà, ê

ôóíäàìåíòàëüíîìó ñåìåéñòâó F äîáàâëÿåòñÿ íîâîå ðåáðî D̃E � ïðîèçâîëüíûé

ïðîîáðàç ðåáðà DE îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ íàêðûòèÿ. Äëÿ óäîáñòâà, ðåáðî

Γ(D̃E) ∈ R3 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê DE. Äëèíà ýòîãî ðåáðà lDE ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé îñòàëüíûõ äëèí ðåáåð êîìïëåêñà, êîòîðóþ â íåÿâíîì âèäå ìîæíî

çàïèñàòü êàê ωDE = 0.

Îáîçíà÷èì L̃DE = LDE − L
(0)
DE, ãäå L

(0)
DE ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ωDE = 0. Òîãäà,

dL̃DE = dLDE −
N1∑

i=1

∂LDE

∂Li

∣∣∣
ωDE=0

dLi,
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ãäå N1 � êîëè÷åñòâî ðåáåð â ôóíäàìåíòàëüíîì ñåìåéñòâå äî äîáàâëåíèÿ ðåáðà

DE, è
∂LDE

∂Li

∣∣∣
ωDE=0

= − ∂ΩDE/∂Li

∂ΩDE/∂LDE
.

Ñëåäîâàòåëüíî,



dΩ1

...

dΩN1

dΩDE




=




∂Ω1

∂LDE

f3
...

∂ΩN1

∂LDE

0 · · · 0 ∂ΩDE

∂LDE







dL1

...

dLN1

dL̃DE




. (1.22)

Ïîýòîìó, ìàòðèöà

f̃3 : (dL)⊕ (dLDE) → (dΩ)⊕ (dΩDE)

ôàêòîðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃3 =




∂Ω1

∂LDE

f3
...

∂ΩN1

∂LDE

0 · · · 0 ∂ΩDE

∂LDE







1

. . .

1

−∂LDE

∂L1
· · · −∂LDE

∂LN1
1




. (1.23)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.6), ïîëó÷àåì

det B̃3
f̃3 = det B3

f3 · 1

l2DE

∂ωDE

∂lDE
= det B3

f3 ·
(
− VABCDVEABC

VABEDVBCEDVCAED

)
,

ãäå B̃3 = B3 ∪ {dΩDE}, è
τ̃

τ
= −VABEDVBCEDVCAED

VABCDVEABC
, (1.24)

ãäå τ � êðó÷åíèå êîìïëåêñà (1.17) äî äâèæåíèÿ 2 → 3, τ̃ � ïîñëå. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (1.21) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè äâèæåíèè 2 → 3. Êðî-

ìå òîãî, ïî ëåììå î íåâûðîæäåííîé τ -öåïè (ëåììà 1.7) èç (1.24) ñëåäóåò, ÷òî

êîìïëåêñ (1.17) ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî àöèêëè÷íîñòè ïðè äâèæåíèè 2 → 3.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå 1 → 4 (ðèñ. 1(b)). Â ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð

ABCD äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà E. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå íîâûõ

ðåáðà AE, BE, CE è DE.

Ðàññóæäåíèÿ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì âûøå äëÿ äâèæåíèÿ

2 → 3, ïîêàçûâàþò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B3
f3 ïî-ïðåæíåìó óìíîæàåòñÿ

íà ∂ΩDE

∂LDE
. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó:

dxE ∧ dyE ∧ dzE =
dLAE ∧ dLBE ∧ dLCE

VABCE
, (1.25)

êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò êàê ìåíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü áàçèñíîãî ìèíîðà ìàòðèöû f2.

Îáúåäèíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì

τ̃

τ
= −VABEDVBCEDVCAEDVABCE

VABCD
. (1.26)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (1.21) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ïðè äâèæåíèè

1 → 4. Ïî ëåììå î íåâûðîæäåííîé τ -öåïè èç (1.25) è (1.26) ñëåäóåò, ÷òî êîì-

ïëåêñ (1.17) îñòàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ïðè äâèæåíèè 1 → 4.

Òåïåðü, óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïàõíåðà (òåîðåìà 0.1 âî

ââåäåíèè).

Ëåììà 1.16. Âåëè÷èíà Iρ(M) íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêèå òî÷êè åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ìû ïîìåùàåì âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà òðèàí-

ãóëÿöèè T̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè T ìíîãî-

îáðàçèÿ M è ṽ ∈ F . Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé Ïàõíåðà âåðøèíó

O = Γ(ṽ) ìîæíî ïåðåìåñòèòü â äðóãóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà R3, íå ìåíÿÿ ìåñòî-

ïîëîæåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí èç Γ(F). Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåò



45

A

C

O

B

P

Ðèñ. 1.2. Ëèíê âåðøèíû O. Äâèæåíèåì 2 → 3 óáèðàåì ðåáðî AP èç lk(O)

ñëåäîâàòü èç èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû Iρ(M) ïðè äâèæåíèÿõ Ïàõíåðà (ëåì-

ìà 1.15).

Íàïîìíèì, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà, äëÿ êîòîðûõ O

ñëóæèò âåðøèíîé, íàçûâàåòñÿ åå çâåçäîé è îáîçíà÷àåòñÿ St(O). Îáúåäèíåíèå

âñåõ òåõ ñèìïëåêñîâ çâåçäû St(O), äëÿ êîòîðûõ O íå ñëóæèò âåðøèíîé, íàçû-

âàåòñÿ ëèíêîì âåðøèíû O è îáîçíà÷àåòñÿ lk(O).

Ñíà÷àëà ìû èçìåëü÷àåì èñõîäíóþ òðèàíãóëÿöèþ T ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé

êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé 2 ↔ 3 è 1 ↔ 4 äî òåõ ïîð, ïîêà â

ðåçóëüòàòå íå ïîëó÷èòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, â êîòîðîé ëèíê ëþáîé

âåðøèíû O ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé 2-ñôåðîé. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü,

íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ.

Äàëåå, ïóñòü âåðøèíû A,B,C è P ïðèíàäëåæàò ëèíêó âåðøèíû O òàê,

êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 1.2. Â êëàñòåðå èç äâóõ òåòðàýäðîâ AOPC è BAOP

ïðîäåëàåì äâèæåíèå 2 → 3, äîáàâèâ íîâîå ðåáðî BC. Ïðè ýòîì, â ëèíêå âåð-

øèíû O ðåáðî AP çàìåíèòñÿ ðåáðîì BC. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì

óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç A è ëåæàùèõ â lk(O) äî òðåõ. Ïî-
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ñëå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ 3 → 2 óáèðàåì ðåáðî OA èç St(O), à âåðøèíó

A èç lk(O). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âåðøèí â

lk(O) äî ÷åòûðåõ.

Çàòåì, ìû äåëàåì äâèæåíèå 4 → 1 è òåì ñàìûì óáèðàåì âåðøèíó O èç

òðèàíãóëÿöèè. Ïîñëå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ 1 → 4 âîçâðàùàåì åå îáðàòíî,

íî óæå â äðóãóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà R3 (òðåáóÿ ïðè ýòîì, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó

âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç çàìå÷àíèÿ 1.1). Ïîñëå ýòîãî, ìû

âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó, îáðàùàÿ âñþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü äâèæåíèé Ïàõíåðà. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå âåëè-

÷èíà Iρ(M) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïî ëåììå 1.15.

Òåîðåìà 1.13 äîêàçàíà.

Âûïèøåì çäåñü ôîðìóëû, ïîëåçíûå äëÿ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé èí-

âàðèàíòà Iρ(M).

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Â åâêëèäîâîì òåòðàýäðå ABCD îáîçíà÷èì ~rAB âåêòîð

ðåáðà AB, lAB = |~rAB|, ~SABC = ~rAB×~rAC, ϕAB = arccos
~SABC ·~SABD

SABCSABD
(ϕAB ∈ [0, π]),

VABCD = ~SABC · ~rAD. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂ϕAB

∂lCD
=

lABlCD

VABCD
, (1.27)

∂ϕAB

∂lBC
=

lABlBC

VABCD

~SACD · ~SABC

S2
ABC

, (1.28)

∂ϕAB

∂lAB
=

l2AB

VABCD

(~SACD · ~SABC)(~SBCD · ~SABC)

(~SABD · ~SABC)S2
ABC

+
1

4
VABCD

l4AB − (l2BD − l2AD)2

(~SABD · ~SABC)S2
ABD

.

(1.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïî ñóòè ñîâïàäàåò ñ óæå äîêàçàííîé ôîð-

ìóëîé (1.3). Äîêàæåì âòîðóþ ôîðìóëó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êëàñòåð èç äâóõ
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B

D

A

C

O

D'

Ðèñ. 1.3. Èëëþñòðàöèÿ ê ôîðìóëå (1.28)

òåòðàýäðîâ ABCD è ABCD′, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.3. Âåðøèíà D′ ðàñïî-

ëîæåíà ñèììåòðè÷íî âåðøèíå D îòíîñèòåëüíî ãðàíè ABC. Òî÷êà O íà ðèñóíêå

äåëèò ðåáðî DD′ ïîïîëàì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.4), ïîëó÷àåì

∂ϕAB

∂lBC
= −1

2
lABlBC

VCAD′D

VABCDVD′ABC
=

1

2
lABlBC

VCAD′D

V 2
ABCD

. (1.30)

Íàéäåì ÷åìó ðàâíî VCAD′D:

VCAD′D = 2VCAOD = 2SACO lDO = 2SACD cos ϕAC lDO = 2
~SACD · ~SABC

SABC

VABCD

SABC
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ VCAD′D â (1.30), ïîëó÷èì (1.28).

Îñòàâøóþñÿ ôîðìóëó (1.29) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûì, íî áîëåå ãðî-

ìîçäêèì âû÷èñëåíèåì.

Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå ρ òðèâèàëüíî. Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ óêàçûâà-

þò íà òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíò Iρ(M) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâóþ ãðóïïó

ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ. Èìåííî, ó íàñ åñòü ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 1.18. Ïóñòü M � îðèåíòèðóåìîå çàìêíóòîå òðåõìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ñ êîíå÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé, |Tors H1(M ;Z)| � ïîðÿäîê ïîä-
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ãðóïïû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ãðóïïû ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ M . Åñëè

ïðåäñòàâëåíèå θ : π1(M) → E(3) òðèâèàëüíî, òî

Iθ(M) = −|Tors H1(M ;Z)|−6.

� 1.3. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü èíâàðèàíòà îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèè ñâÿçíîé ñóììû

Íàïîìíèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü M1 è M2

� òðèàíãóëèðîâàííûå îðèåíòèðîâàííûå çàìêíóòûå 3-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, τ1

è τ2 � ïàðà 3-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ èç òðèàíãóëÿöèé M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà, ñâÿçíàÿ ñóììà

M1#M2 = (M1 \ Int τ1) ∪r (M2 \ Int τ2)

ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ìíîãîîáðàçèé Mi \ Int τi âäîëü èõ îáùåãî êðàÿ ∂τi

ïî îáðàùàþùåìó îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìó r : ∂τ1 → ∂τ2. Èç òåîðåìû Âàí-

Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî π1(M1#M2) = π1(M1) ∗ π1(M2), ãäå ∗ îçíà÷àåò ñâîáîäíîå

ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.

Ïóñòü M1, M2 � îðèåíòèðîâàííûå çàìêíóòûå 3-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ,

ρi : π1(Mi) → E(3) � ïðåäñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ

Mi â E(3). Îáîçíà÷èì ρ# : π1(M1) ∗ π1(M2) → E(3) ïðåäñòàâëåíèå ñâîáîäíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï π1(M1) è π1(M2) òàêîå, ÷òî ρ#|π1(Mi)
= ρi.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.19. Îáîçíà÷èì k, k1, k2, n, n1, n2 ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ e(3)ρ#
,

e(3)ρ1
, e(3)ρ2

, (dg), (dg)′, (dg)′′ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå (dg), (dg)′ è (dg)′′ âõîäÿò
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â àöèêëè÷åñêèé êîìïëåêñ (1.17) äëÿ ìíîãîîáðàçèé M1#M2, M1 è M2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà,

n = n1 + n2 − k1 − k2 + k + 6. (1.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòî-

ðèñà äëÿ ñêðó÷åííûõ ãðóïï êîãîìîëîãèé, ñëåäóÿ [31]. Ïóñòü W � êîìïàêò-

íûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, W1 è W2 � ïàðà åãî ïîäêîìïëåêñîâ òàêèõ, ÷òî W =

W1 ∪W2. Ïóñòü V = W1 ∩W2. Îáîçíà÷èì κj : Wj ↪→ W è ιj : V ↪→ Wj êàíîíè-

÷åñêèå âëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(W ) → E(3) è ñîîòâåòñòâó-

þùèå îãðàíè÷åíèÿ ρj = ρ|π1(Wj)
è ρV = ρ|π1(V )

. Òîãäà, äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

. . . −→ H i
ρ(W )

κ∗−→ H i
ρ1

(W1)⊕H i
ρ2

(W2)
ι∗−→ H i

ρV
(V )

δ−→ H i+1
ρ (W ) −→ . . . , (1.32)

ãäå κ∗ = (κ∗1,−κ∗2) è ι∗ = ι∗1 + ι∗2, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüå-

òîðèñà ñêðó÷åííûõ ãðóïï êîãîìîëîãèé êîìïëåêñà W = W1 ∪V W2 è ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ρ.

Â íàøåì ñëó÷àå, W = M1#M2, W1 = M1, W2 = M2 è V ∼= B3, ãäå B3

� 3-ìåðíûé øàð, ïðåäñòàâëåíèå ρ = ρ#. Âûïèøåì ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ìàéåðà-Âüåòîðèñà (1.32), èñïîëüçóÿ íàøè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ H0
ρ è H1

ρ :

e(3)ρ#
−→ e(3)ρ1

⊕ e(3)ρ2
−→ e(3) −→ (dg) −→ (dg)′ ⊕ (dg)′′ −→ 0. (1.33)

Èç òî÷íîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.31). Ëåììà 1.19 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.20 (ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü èíâàðèàíòà äëÿ ñâÿçíûõ ñóìì). Ïóñòü

ïðåäñòàâëåíèå ρ1 òðèâèàëüíî, ò.å. ρ1 = θ. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ



50

M1#M2 è ïðåäñòàâëåíèÿ ρ# èíâàðèàíò (1.21) ðàâåí

Iρ#
(M1#M2) = −Iθ(M1) · Iρ2

(M2). (1.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì F# = F1 ∪ F2 ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî ñèì-

ïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè íàêðûâàþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M̃1#M2.

Ïóñòü τ � âûäåëåííûé 3-ñèìïëåêñ, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïðèêëåèâàíèå

ìíîãîîáðàçèé M1 è M2. Ïóñòü τ̃ � ïðîîáðàç τ , ïðèíàäëåæàùèé F1 è F2. Òîãäà,

áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñå ñèìïëåêñû èç ∂τ̃ òàêæå ëåæàò â F1 è

F2. Òàêèì îáðàçîì, F1∩F2 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè,

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò τ̃ .

Ôèêñèðóåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y, z) ïðîñòðàíñòâà R3. Âåð-

øèíû òåòðàýäðà Γ(τ̃) îáîçíà÷èì A, B, C, D è ïîìåñòèì â òî÷êè (0, 0, 0), (1, 0, 0),

(0, 1, 0), (0, 0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, VABCD = 1.

Ðàçáåðåì ñòðóêòóðó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ â àöèêëè÷åñêèé

êîìïëåêñ (1.17) äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M1#M2 è ïðåäñòàâëåíèÿ ρ#. Áóäåì ïîìå÷àòü

âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ M1, ñ ïîìîùüþ îäíîãî øòðèõà, âå-

ëè÷èíû ìíîãîîáðàçèÿ M2 äâóìÿ øòðèõàìè, à âåëè÷èíû ìíîãîîáðàçèÿ M1#M2

îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè áåç øòðèõîâ.

Âûáåðåì ìíîæåñòâà B1, B′1 è B′′1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ýëåìåíòû ñî-

îòâåòñòâîâàëè íåêîòîðûì êîîðäèíàòàì âåðøèí B, C è D. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ïðåäëîæåíèå 1.9, íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäå-

ëèòåëè det B′1f
′
1, det B′′1 f

′′
1 è det B1

f1 âñåãäà ðàâíû ±1.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, âû÷èñëèì det B′1f
′
1. Òàê êàê ρ1 = θ, òî e(3)θ = e(3) è

äëÿ íàõîæäåíèÿ det B′1f
′
1 ìîæíî ïîëîæèòü B′1 = {dxA, dyA, dzA, dyB, dzB, dzC}.



51

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 6× 6 äàåò:

det B′1f
′
1 = −x2

ByC = −1.

Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ èç

ïðåäëîæåíèÿ 1.9. Òàêèì îáðàçîì,

(det B′1f
′
1)

2 = (det B′′1 f
′′
1 )2 = (det B1

f1)
2 = 1. (1.35)

Äàëåå, ïóñòü ìíîæåñòâî B2 = B′2 ∪B′′2 , ïðè÷åì B′2 ∩B′′2 ñîñòîèò â òî÷íîñòè

èç ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì øåñòè ðåáðàì òåòðàýäðà ABCD.

Òàê êàê ρ1 � òðèâèàëüíî, òî èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.33) ñëå-

äóåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (dg) → (dg)′ ⊕ (dg)′′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó, n = n1 + n2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà B2
f2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â áëî÷íîì âèäå:

B2
f2 =




Q ∗
0 B′′2 f

′′
2


 . (1.36)

Òàêèì îáðàçîì, det B2
f2 = det Q · det B′′2 f

′′
2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, det B′2f

′
2 = det Q ·

det P , ãäå P � ìàòðèöà ðàçìåðà 6×6, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò øåñòè ðåá-

ðàì òåòðàýäðà ABCD, à ñòîëáöû � êîîðäèíàòàì xB, xC , yC , xD, yD, zD. Ïðîñòîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

det P = −x2
ByCVABCD = −1.

Îòñþäà,

det B2
f2 =

det B′2f
′
2 · det B′′2 f

′′
2

det P
= − det B′2f

′
2 · det B′′2 f

′′
2 .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî B3 = C2 \ B2 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðåáðàì òåòðàýäðà ABCD, òî ìàòðèöà B3
f3 ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé
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ñ áëîêàìè B′3f
′
3 è B′′3 f

′′
3 . Ïîýòîìó,

det B3
f3 = det B′3f

′
3 · det B′′3 f

′′
3 .

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ det Bi
fi â ôîðìóëó äëÿ êðó÷åíèÿ (1.20),

ïîëó÷àåì

τ =
(det B′2f

′
2)

2 · (det B′′2 f
′′
2 )2

det B′3f
′
3 · det B′′3 f

′′
3

(−1)3N0+n−k = τ ′ · τ ′′, (1.37)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (1.31), à òàêæå, ðàâåíñòâàìè (1.35).

Èç (1.37) ñëåäóåò ôîðìóëà (1.34). Çíàê − âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî â ôîð-

ìóëå (1.21) äëÿ èíâàðèàíòîâ Iθ(M1) è Iρ2
(M2) îáúåìû äâóõ òåòðàýäðîâ ABCD

èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òåîðåìà 1.20 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïîëîæèì â ôîðìóëå (1.34) M1 = M2 = S3. Òîãäà, ρ# = ρ2 = θ

è

Iθ(S
3) = −1. (1.38)

� 1.4. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

Ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î òðåõìåðíûõ

ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñëåäóÿ êíèãå [14]. Ïóñòü p > q > 0, p ≥ 3 � ïàðà âçà-

èìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì p-óãîëüíóþ áèïèðàìèäó, ò.å. îáúåäèíå-

íèå äâóõ êîíóñîâ íàä ïðàâèëüíûì p-óãîëüíèêîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0, B1, . . . ,

Bp−1 âåðøèíû p-óãîëüíèêà, ÷åðåç A0, Aq � âåðøèíû êîíóñîâ. Äëÿ êàæäîãî i

ñêëåèì ãðàíü BiA0Bi+1 ñ ãðàíüþ Bi+qAqBi+q+1 (èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ p, è

âåðøèíû ñêëåèâàþòñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè íàïèñàíû). Ïîëó÷èâøååñÿ

ïðîñòðàíñòâî è åñòü ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q) (ðèñ. 1.4).
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1p
B -

0
B

1
B

2
B

0
A

q
A

Ðèñ. 1.4. Ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q)

Ïîëåçíî òàêæå äðóãîå îïðåäåëåíèå ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäñòàâèì

ñôåðó S3 â âèäå ïîäìíîæåñòâà {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1} ïðîñòðàíñòâà

C2. Ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê S3/ ∼, ãäå ∼ îçíà÷àåò

ñëåäóþùåå äåéñòâèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zp íà S3:

ζ · (z1, z2) = (ζz1, ζ
qz2), ζ = e2πi/p. (1.39)

Êàê ñëåäñòâèå, óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ãîìåî-

ìîðôíà ñôåðå S3 è

π1
(
L(p, q)

) ∼= H1
(
L(p, q)

) ∼= Zp. (1.40)

Èçâåñòíî, ÷òî L(p, q) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçè-

åì. Êàê ïîêàçàë Ê. Ðàéäåìàéñòåð, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà êëàññèôè-

êàöèè.
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Òåîðåìà 1.21 ([62]). Ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà L(p, q) è L(p′, q′) ãîìåîìîðôíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p′ = p è q′ = ±q±1 mod p.

Ïóñòü g � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Zp. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå

ρk : g 7→




cos 2πk
p sin 2πk

p 0

− sin 2πk
p cos 2πk

p 0

0 0 1




, k = 1, . . . , p− 1, (1.41)

êîòîðîå ïåðåâîäèò g â ïîâîðîò íà óãîë 2πk
p âîêðóã îñè z â òðåõìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Ik(L(p, q)) äëÿ ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

L(p, q) è ïðåäñòàâëåíèÿ ρk, îïðåäåëåííîãî â (1.41).

Çàôèêñèðóåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz. Âåðøèíû ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ñåìåéñòâà óäîáíî ïîìåñòèòü â òî÷êè A0(cos α, sin α, 1) è B0(1, 0, 0),

ãäå α = π
2 + πk(q−1)

p . Íàéäåì ÷åìó ðàâíû îáúåìû (ïîìíîæåííûå íà 6) âñåõ ñî-

ãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàííûõ òåòðàýäðîâ, âõîäÿùèõ â òðèàíãóëÿöèþ:

Vi ≡ VBiBi+1A0Aq
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xA0
− xAq

yA0
− yAq

zA0
− zAq

xA0
− xBi

yA0
− yBi

zA0
− zBi

xA0
− xBi+1

yA0
− yBi+1

zA0
− zBi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xA0
− xAq

yA0
− yAq

0

xBi
yBi

−zA0

xBi+1
yBi+1

−zA0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

zA0
(xA0

− xAq
)(yBi+1

− yBi
)− zA0

(yA0
− yAq

)(xBi+1
− xBi

) =

4 sin
πk

p
sin

πqk

p
cos

2πki

p
,

(1.42)

ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî p− 1 è Bp = B0.
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.9, ïðîñòðàíñòâî e(3)ρ ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ãåíå-

ðàòîðàìè àëãåáðû e(3), êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü dϕz è dz � áåñêîíå÷íî

ìàëîå âðàùåíèå âîêðóã îñè z è áåñêîíå÷íî ìàëûé ñäâèã âäîëü ýòîé îñè ñîîò-

âåòñòâåííî, ò.å. C0 = B0 = {dϕz, dz}.
Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (dx) ñîñòîèò èç äèôôåðåíöèàëîâ åâêëèäîâûõ êîîð-

äèíàò äâóõ âåðøèí A0 è B0. Âûáåðåì

B1 = {dzB0
, dxA0

}.

Òîãäà ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò:

det B1
f1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

yA0
0

∣∣∣∣∣∣∣
= − cos

πk(q − 1)

p
. (1.43)

Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íà, òî

ïðîñòðàíñòâî (dg) òðèâèàëüíî.

Ïðîñòðàíñòâî (dL) èìååò ðàçìåðíîñòü p+2, ìíîæåñòâî åãî áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ èìååò âèä:

C2 = {dLB0B1
, dLA0B0

, . . . , dLA0Bp−1
, dLA0Aq

},

Âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî B2 â âèäå:

B2 = {dLB0B1
, dLA0Bq−1

, dLA0Bp−1
, dLA0Aq

}.
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Òîãäà ïîëó÷àåì:

det B2
f2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂LB0B1

∂xB0
0 0 0

∂LA0Bq−1

∂xB0

∂LA0Bq−1

∂yB0

∂LA0Bq−1

∂yA0

∂LA0Bq−1

∂zA0

∂LA0Bp−1

∂xB0

∂LA0Bp−1

∂yB0

∂LA0Bp−1

∂yA0

∂LA0Bp−1

∂zA0

0 0
∂LA0Aq

∂yA0
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

−∂LB0B1

∂xB0

∂LA0Aq

∂yA0

∣∣∣∣∣∣∣

∂LA0Bq−1

∂yB0

∂LA0Bq−1

∂zA0

∂LA0Bp−1

∂yB0

∂LA0Bp−1

∂zA0

∣∣∣∣∣∣∣
= −∂LB0B1

∂xB0

∂LA0Aq

∂yA0

∂(LA0Bp−1
− LA0Bq−1

)

∂yB0

zA0
=

32xB0
yA0

zA0
sin2 πk

p
sin3 πkq

p
(xA0

cos
πk(q − 2)

p
− yA0

sin
πk(q − 2)

p
) =

−32 sin2 πk

p
sin3 πkq

p
cos

πk(q − 1)

p
sin

πk(2q − 3)

p
.

(1.44)

Òåîðåìà 1.22. Èíâàðèàíò Ik(L(p, q)) äëÿ ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L(p, q) è

ïðåäñòàâëåíèÿ ρk, îïðåäåëåííîãî â (1.41), èìååò âèä:

Ik(L(p, q)) = − 1

p2

(
4 sin

πk

p
sin

πkq

p

)4

. (1.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî B3 = C2 \ B2. Íàéäåì ÷åìó ðàâåí det B3
f3.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ïîäìàòðèöó f ′3 = C′2f3 êàê îãðàíè÷åíèå ìàòðèöû f3 íà

ïîäìíîæåñòâî

C ′2 = {dLA0Bi
| i = 0, . . . , p− 1}.

Âûïèøåì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû f ′3. Ïîñêîëüêó f ′3
T = f ′3, òî

íàì äîñòàòî÷íî âûïèñàòü (f ′3)i,j äëÿ j ≥ i.

Íà÷íåì ñ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Âîêðóã ðåáðà A0Bi ñîñðåäîòî÷åíî ÷å-

òûðå òåòðàýäðà: Bi−1BiA0Aq, BiBi+1A0Aq, Bi+q−1Bi+qA0Aq è Bi+qBi+q+1A0Aq.

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ (f ′3)i,i = 1
l2A0Bi

∂ωA0Bi

∂lA0Bi
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìó-
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ëîé (1.7):

(f ′3)i,i = −
(

VAqBi−1BiBi+1
VBi+1Bi−1A0Aq

Vi−1ViVBi−1BiBi+1A0

+
VAqBi+q−1Bi+qBi+q+1

VBi+q+1Bi+q−1A0Aq

Vi+q−1Vi+qVBi+q−1Bi+qBi+q+1A0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü î÷åâèäíûå ðàâåí-

ñòâà:

VAqBi−1BiBi+1
= VBi−1BiBi+1A0

, VAqBi−1BiBi+1
= VBi−1BiBi+1A0

è

VBi+1Bi−1A0Aq
= Vi−1 + Vi, VBi+q+1Bi+q−1A0Aq

= Vi+q−1 + Vi+q.

Òîãäà ïîëó÷àåì

(f ′3)i,i = − 1

Vi−1
− 1

Vi
− 1

Vi+q−1
− 1

Vi+q
.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.3)�(1.7), ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ îñòàëü-

íûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû f ′3:

(f ′3)i,i+1 =
1

Vi
+

1

Vi+q
,

(f ′3)i,i+q−1 =
1

Vi+q−1
,

(f ′3)i,i+q = − 1

Vi+q−1
− 1

Vi+q
,

(f ′3)i,i+q+1 =
1

Vi+q
.

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó Φ3 = ΦT
3 , íåíóëåâûå ýëåìåíòû êî-

òîðîé èìåþò âèä:

(Φ3)i,i = − 1

Vi−1
− 1

Vi
,

(Φ3)i,i+1 =
1

Vi
,

(Φ3)i,i−1 =
1

Vi−1
.
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Òîãäà ìàòðèöó f ′3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

f ′3 = Φ3 + EqΦ3E
−q − EqΦ3 − Φ3E

−q = (1p − Eq)Φ3(1p − E−q), (1.46)

ãäå 1p � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× p è

E =




0 1

. . . . . .

0 1

1 0




. (1.47)

Â ìàòðèöå E öèêëè÷åñêàÿ äèàãîíàëü, ðàñïîëîæåííàÿ íàä ãëàâíîé, çàíÿòà åäè-

íèöàìè, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî

Φ3 = (1p − E−1)




1
V0

. . .
1

Vp−1




(1p − E),

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f ′3 = Sq S−1 R S1 S−q, (1.48)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

Si = 1p − Ei, R = diag(V −1
0 , V −1

1 , . . . V −1
p−1). (1.49)

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ôàêòîðèçàöèåé (1.48) ìàòðèöû f ′3 äëÿ òîãî,

÷òîáû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü,

óïðîñòèòü ìàòðèöó B3
f3. Ïîäìíîæåñòâî B3 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìàò-

ðèöà Sq â (1.48) òåðÿåò q-þ è ïîñëåäíþþ ñòðîêè. Ïðè ýòîì, q-é ñòîëáåö ýòîé

ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì � åãî ìîæíî òàêæå âû÷åðêíóòü è îäíîâðåìåííî

âû÷åðêíóòü q-þ ñòðîêó â ìàòðèöå S−1.
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Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííûå ìàòðèöû êàê S̃q è S̃−1. Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ

ñòðîêè â ìàòðèöå S̃q, ïðèâîäèì åå ê âèäó:



1 −1

. . . ...

1 −1




.

Äàëåå, ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû S̃q è S̃−1 è ïðîäåëûâàÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàçìåðà (p − 2) × p òàê, ÷òîáû

ïåðâûå p− 2 ñòîëáöà îáðàçîâàëè åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àåì:

S̃qS̃−1 ∼
(
1p−2 a b

)
.

Çäåñü êîìïîíåíòû ñòîëáöîâ a è b èìåþò âèä:

ai =





i, i = 1, . . . , q − 1,

i− p, i = q, . . . , p− 2,
(1.50)

bi = −1− ai. (1.51)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó (1.48) ìàòðèöû f ′3, ïîëó÷àåì

B3
f3 ∼

(
1p−2 a b

)
R




1p−2

aT

bT




= R′
(
1p−2

a′
Vp−2

b′
Vp−1

)



1p−2

aT

bT




, (1.52)

ãäå a′ = R′−1a, b′ = R′−1b è R′ = diag(V −1
0 , V −1

1 , . . . V −1
p−3).

Îáîçíà÷èì

P =

(
1p−2

a′
Vp−2

b′
Vp−1

)



1p−2

aT

bT




= 1p−2 +
1

Vp−2
a′ ⊗ aT +

1

Vp−1
b′ ⊗ bT .
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Ëåììà 1.23. Ïóñòü a,b � ñòîëáöû, a′,b′ � ñòðîêè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè,

ñîñòîÿùèå èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òîãäà, íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû S = a⊗a′+b⊗b′ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû

s =




a′a a′b

b′a b′b


 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç ìàòðèöû S (êàê ëèíåéíîãî îïåðàòîðà) ïîðîæäàåòñÿ

âåêòîðàìè a è b, è çíà÷èò, ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé ìàòðèöû èìåþò âèä µa+

νb, ãäå µ, ν ∈ R. Ïîýòîìó,

(a⊗ a′ + b⊗ b′)(µa + νb) = (µa′a + νa′b)a + (µb′a + νb′b)b.

Òàêèì îáðàçîì, 


µ

ν


 7→




a′a a′b

b′a b′b







µ

ν


 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè µa + νb � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû S, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, òî (µ, ν) � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû

s ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Ëåììà 1.23 äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 1.23, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 1
Vp−2

a′ ⊗ aT + 1
Vp−1

b′ ⊗ bT

ðàíãà äâà, åñòü:

0, . . . , 0, λ1, λ2,

ãäå λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2 âèäà:



1
Vp−2

aTa′ 1
Vp−1

aTb′

1
Vp−2

bTa′ 1
Vp−1

bTb′


 .
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Ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû P ðàâåí

det P =
1

Vp−2Vp−1

∣∣∣∣∣∣∣
Vp−2 + aTa′ aTb′

bTa′ Vp−1 + bTb′

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

Vp−2Vp−1

∣∣∣∣∣∣∣
Vp−2 + aTa′ Vp−2 −

∑
a′i

Vp−2 −
∑

a′i 0

∣∣∣∣∣∣∣
= −(Vp−2 −

∑
a′i)

2

Vp−2Vp−1
=

− 1

Vp−2Vp−1
(p

p−1∑
i=q

Vi−1 −
p−1∑
i=1

iVi−1)
2 = − 4p2

Vp−2Vp−1
sin2 πkq

p
sin2 πk(2q − 3)

p
.

(1.53)

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî bi = −1 − ai. Ìû òàêæå ó÷ëè

ñîîòíîøåíèå
p−1∑
i=0

Vi = 0, êîòîðîå íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (1.42).

Òàêèì îáðàçîì ìû íàõîäèì

det B3
f3 =

1
p−3∏
i=0

Vi

det P = − 4p2

p−1∏
i=0

Vi

sin2 πkq

p
sin2 πk(2q − 3)

p
.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ íàéäåííûìè ðàíåå âûðàæåíèÿìè (1.43) è (1.44) äëÿ

det B1
f1 è det B2

f2, íàõîäèì êðó÷åíèå êîìïëåêñà (1.17) è çàòåì, ïî ôîðìóëå (1.21),

ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà (1.45). Òåîðåìà 1.22 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.5. Ïóñòü aq + bp = 1, ζ � êîðåíü p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òîãäà

êðó÷åíèå Ðàéäåìàéñòåðà äëÿ ïðîñòðàíñòâà L(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

([19, òåîðåìà 10.6]):

τR(L(p, q)) = (1− ζ)−1(1− ζa)−1.

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (1.45), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äàííîãî p, ôîðìóëà (1.45)

ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó äàåò |τR(L(p, q))|−4.
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abA
2

bab A

bAA

2
ab aA

2
ab A

Ðèñ. 1.5. Ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî 3-ñèìïëåêñîâ äëÿ óíèâåðñàëüíîãî íàêðû-

òèÿ ïðîñòðàíñòâà S3/P24

Ïðîñòðàíñòâî S3/P24. Ìíîãîîáðàçèå S3/P24 ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì

êàæäîé ãðàíè îêòàýäðà ê ïðîòèâîïîëîæíîé ïî ñóïåðïîçèöèè ïàðàëëåëüíîãî ïå-

ðåíîñà è ïîâîðîòà íà óãîë π
3 . Äîáàâèâ ê îêòàýäðó íîâîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå

åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ S3/P24.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(S
3/P24) ∼= P24 è åå êîïðåä-

ñòàâëåíèå èìååò âèä:

P24 = {a, b | a2 = (ab)3 = b3, a4 = 1}.

Íà ðèñóíêå 1.5 èçîáðàæåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî 3-ñèìïëåêñîâ äëÿ óíè-

âåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ S3/P24. Çàïèñü âèäà abA îçíà÷àåò äåé-

ñòâèå ýëåìåíòà ab ãðóïïû P24 íà âåðøèíå A.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ : P24 → SO(3) òàêîå, ÷òî Tr ρ(a) = 1 +
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2 cos(π), Tr ρ(b) = 1 + 2 cos(2π
3 ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ôèêñèðóåì îñè, èäó-

ùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â R3. Òîãäà ρ(a) � ýòî âðàùåíèå âîêðóã îäíîé èç

ýòèõ îñåé íà óãîë π, à ρ(b) � âðàùåíèå âîêðóã äðóãîé îñè íà óãîë 2π
3 . Ìàòðèöû

ρ(a) è ρ(b) ñîïðÿæåíû âðàùåíèåì íà íåêîòîðûé óãîë ϕ. Ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû

íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óãëà ϕ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(a)2 = ρ(b)3 = 13,∀ϕ. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòîå âû÷èñëåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (ρ(a)ρ(b))3−
ρ(a)2 åñòü 3 cos2 ϕ− 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ = arccos(±

√
3

3 ).

Ïðåäñòàâëåíèå ρ èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî: Ker ρ ∼= Z2. Ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó íàêðûòèå èìååò âèä:

pρ : S3/Z2
∼= RP 3 → S3/P24,

ãäå RP 3 � 3-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå 1.6. Ãðóïïà Im ρ ∼= P24/Z2 èçîìîðôíà ãðóïïå ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòà-

öèþ ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Ýëåìåíò ρ(b) ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè

îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ íà óãîë 2π
3 âîêðóã âûñîòû òåòðàýäðà, ýëåìåíò ρ(a) ñîîò-

âåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ íà óãîë π âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð.

Ïóñòü åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà A ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà èìååò êî-

îðäèíàòû (1, 1, 0). Òîãäà óøåñòåðåííûå îáúåìû îðèåíòèðîâàííûõ òåòðàýäðîâ

ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà èìåþò âèä:

−VA,abA,ab2aA,ab2A = −VabA,bab2A,ab2aA,ab2A =

Vbab2A,bA,ab2aA,ab2A = VbA,A,ab2aA,ab2A = 4
√

2.
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Îáðàòèìñÿ ê àöèêëè÷åñêîìó êîìïëåêñó (1.17). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.9,

ïðîñòðàíñòâî e(3)ρ â äàííîì ñëó÷àå òðèâèàëüíî.

Ïðîñòðàíñòâî (dx) òðåõìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè òðåõ äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò âåðøèíû A. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ãðóïïû P24, ïðîñòðàíñòâî

(dg) = 0.

Ïðîñòðàíñòâî (dL) ïÿòèìåðíî. Â êà÷åñòâå B2 âîçüìåì

{dLbab2A,ab2aA, dLbab2A,abA, dLbab2A,ab2A}.

Òîãäà, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

det B2
f2 = 16

√
2, det B3

f3 = −1

8
,

ãäå B3 = {dΩA,ab2A, dΩab2aA,ab2A}. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Iρ(S
3/P24) = − (det B2

f2)
2

det B3
f3

∏
(−V )

= − (16
√

2)2

−1/8 (4
√

2)4
= 4.

Ïðîñòðàíñòâî S2 × S1. Ïðîñòðàíñòâî S2 × S1 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

äâóìåðíîé ñôåðû íà îêðóæíîñòü � ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé äâóõ ïîëíîòîðèé ïî

òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó èõ êðàåâ. S2×S1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îðèåí-

òèðóåìûì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî èçî-

ìîðôíà Z � ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ îäíîé îáðàçóþùåé.

Ïîñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ S2×S1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçü-

ìåì òðåóãîëüíóþ ïðèçìó ñ îñíîâàíèÿìè A0B0C0 è A1B1C1. Ðàçîáüåì åå íà òåò-

ðàýäðû, äîáàâèâ òðè íîâûõ ðåáðà A1B0, A1C0 è B0C1, è ñêëåèì îñíîâàíèÿ ïðèç-

ìû ïî òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿ-

öèþ ïîëíîòîðèÿ D2× S1. Âçÿâ åùå îäíó êîïèþ ýòîé òðèàíãóëÿöèè è ïðèêëåèâ

åå ê èñõîäíîé ïî òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó, ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ
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Ðèñ. 1.6. Ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî 3-ñèìïëåêñîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà D2 × S1

ïðîñòðàíñòâà S2 × S1, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí, äåâÿòè ðåáåð, äâåíàäöàòè

2-ñèìïëåêñîâ è øåñòè òåòðàýäðîâ (ðèñ. 1.6).

Îáîçíà÷èì g îáðàçóþùóþ ãðóïïû Z. Èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ρ : Z→
E(3) íàèáîëåå îáùåãî âèäà ïîñûëàåò g â ñóïåðïîçèöèþ ïîâîðîòà âîêðóã ôèê-

ñèðîâàííîé îñè íà ïðîèçâîëüíûé óãîë γ 6= 0 mod 2π è ñäâèãà âäîëü ýòîé îñè

íà ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó h.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé, ïîìåñòèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå

ïðîñòðàíñòâî S2×R â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàôèêñèðóåì äåêàð-

òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y, z) â R3. Âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà

A0, B0 è C0 ïîìåñòèì â òî÷êè (0, 0, 0), (1, 0, 0) è (0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

óøåñòåðåííûå îáúåìû îðèåíòèðîâàííûõ òåòðàýäðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì:

VA0B0C0A1
= VB0A1B1C1

= h,

VB0C0A1C1
= h(cos γ + sin γ).

(1.54)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.9, ïðîñòðàíñòâî e(3)ρ êîìïëåêñà (1.17) äâóìåðíî,
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åãî áàçèñ ñîñòîèò èç dϕz è dz � áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà âîêðóã îñè z è

áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñäâèãà âäîëü ýòîé îñè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó C0 = B0 =

{dϕz, dz}.
Ïðîñòðàíñòâî (dg) äâóìåðíî, åãî áàçèñ ñîñòîèò èç äèôôåðåíöèàëîâ dγ è

dh ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðîñòðàíñòâî (dx) äåâÿòèìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàò âåðøèí A0, B0 è C0. Âûáåðåì

B1 = {dyB0
, dzB0

}.

Òîãäà

det B1
f1 =

∣∣∣∣∣∣∣
−xB0

0

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= −1.

Ïðîñòðàíñòâî (dL) äåâÿòèìåðíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B2 = C2. Âû÷èñ-

ëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîäìàòðèöû B2
f2 ðàçìåðà 9 × 9 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

ðåçóëüòàòó:

det B2
f2 = h3(2− 2 cos γ)2(cos γ + sin γ). (1.55)

Ìíîæåñòâî B3 = C2 \ B2 ïóñòî. Ïîýòîìó

det B3
f3 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé áàçèñíûõ ìèíîðîâ

â (1.20), íàõîäèì êðó÷åíèå êîìïëåêñà (1.17) è çàòåì, ïî ôîðìóëå (1.21), ïîëó-

÷àåì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà:

Iγ,h(S
2 × S1) = (2− 2 cos γ)4. (1.56)
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Ãëàâà 2. Ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðè-

àíòà äëÿ çàöåïëåíèé

� 2.1. Òðèàíãóëÿöèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé 3-ñôåðû

Ñèìïëèöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü L � ñíàáæåííîå îðèåíòà-

öèåé çàöåïëåíèå, ëåæàùåå â ñôåðå S3. Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ ýòîé ñôåðû,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) âñå çàöåïëåíèå L ëåæèò íà íåêîòîðûõ ðåáðàõ òðèàíãóëÿöèè;

2) íå áîëåå ÷åì äâå âåðøèíû ëþáîãî òåòðàýäðà òðèàíãóëÿöèè ïðèíàäëå-

æàò L;

3) âåðøèíû ëþáîãî ðåáðà e òðèàíãóëÿöèè ëèáî ðàçëè÷íû, ëèáî ñîâïàäàþò,

ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå e ïðåäñòàâëÿåò ìåðèäèàí ñîîòâåòñòâóþùåé

êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ è | lk(e, L)| = 1.

Ðåáðà ñ ñîâïàäàþùèìè âåðøèíàìè èç óñëîâèÿ 3) íàì íóæíû äëÿ îïèñàíèÿ

ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé òðèàíãóëÿöèè. Ïóñòü ðåáðî BD ëåæèò íà íåêîòî-

ðîé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ, è ïóñòü òðèàíãóëÿöèÿ ñîäåðæèò òåòðàýäð BDAA

ñ ðåáðîì AA, îáõîäÿùèì ðîâíî îäèí ðàç âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû

çàöåïëåíèÿ. Âîçüìåì òî÷êó C íà ðåáðå BD è çàìåíèì òåòðàýäð BDAA íà äâà

òåòðàýäðà BCAA è CDAA. Ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçîâåì äâèæåíèåì

1 → 2. Äâèæåíèå 2 → 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíîå ê íåìó (ðèñ. 2.1).

Â ðàáîòå È.Ã. Êîðåïàíîâà [12] ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèé 1 ↔ 2 â ñîâî-

êóïíîñòè ñ äâèæåíèÿìè Ïàõíåðà äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü
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Ðèñ. 2.1. Äâèæåíèÿ 1 ↔ 2

îäíó òðèàíãóëÿöèþ ñôåðû ñî ñâîéñòâàìè 1) � 3) â ëþáóþ äðóãóþ ñ òåìè æå

ñâîéñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ïàõíåðà

(òåîðåìà 0.1 âî ââåäåíèè):

Òåîðåìà 2.1 ([12]). Äëÿ çàäàííîãî çàöåïëåíèÿ L ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè ñôå-

ðû S3 ñî ñâîéñòâàìè 1) � 3) ñâÿçàíû êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëåäóþ-

ùèõ ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé:

• äâèæåíèÿ Ïàõíåðà 2 ↔ 3 è 1 ↔ 4. Òàêèå äâèæåíèÿ íå äîëæíû çàòðà-

ãèâàòü ðåáåð, ëåæàùèõ íà çàöåïëåíèè L (îäíàêî, çàöåïëåíèå ìîæåò

ïðîõîäèòü ÷åðåç ðåáðà è/èëè âåðøèíû, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ïðåîáðàçóå-

ìîãî êëàñòåðà òåòðàýäðîâ);

• äâèæåíèÿ 1 ↔ 2.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòà-

òàõ êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè (ñì. íàïðèìåð [47]). Ñîãëàñíî ýòèì ðåçóëüòàòàì,

ëþáîå ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç èñ-

õîäíîãî êîìïëåêñà êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òàê íàçûâàåìûõ çâåçäíûõ
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äâèæåíèé. Îíè ââîäÿò íîâóþ èëè óáèðàþò ñòàðóþ âåðøèíó âî âíóòðåííåé òî÷-

êå ñèìïëåêñà íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé ñèòóàöèè ýòè äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êîíå÷-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äâèæåíèé Ïàõíåðà è 1 ↔ 2.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå òðèàíãóëÿöèè ñôåðû ñ çàöåïëåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì 1) � 3). Ñíà÷àëà ìû ïîäðàçäåëÿåì êàæäóþ èç íèõ äî êîìáèíàòîðíîé

òðèàíãóëÿöèè, â êîòîðîé ëèíê ëþáîé âåðøèíû ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé 2-

ñôåðîé. Ïðè ýòîì, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íå âîçíèêàëî ðåáåð, íå ëåæàùèõ ïîëíîñòüþ

íà çàöåïëåíèè, îáà êîíöà êîòîðûõ ëåæàò íà íåì. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ïåðâîå ïðîèçâîäíîå ïîäðàçäåëåíèå, êîòîðîå ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çâåçäíûå

äâèæåíèÿ è çàòåì ÷åðåç äâèæåíèÿ Ïàõíåðà è 1 ↔ 2. Íàêîíåö, ìû ñòðîèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü çâåçäíûõ äâèæåíèé äëÿ êàæäîé òðèàíãóëÿöèè, ïåðåâîäÿùóþ

åå â çàâåäîìî ñóùåñòâóþùåå îáùåå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè 3-ñôåðû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èí-

âàðèàíòà íàì íåîáõîäèìî ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå 3-ñôåðû S3, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå óñëîâèÿì 1) � 3). Ñóùåñòâóåò îáùèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü

òàêîå ðàçáèåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ. Îïèøåì åãî.

Ïóñòü r � êîëè÷åñòâî ñàìîïåðåñå÷åíèé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ. Èç òîãî,

÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äâóìåðíîé ñôåðû ðàâíà 2 ñëåäóåò, ÷òî äèàãðàììà

çàöåïëåíèÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà r + 2 ÷àñòè.

Îáîçíà÷èì Ci i-þ òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèàãðàììû. Ïóñòü ïëîñêîñòü ñ

äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ åñòü ïëîñêîñòü z = 0 â R3. Âûáåðåì â îáëàñòè z < 0

òî÷êó O, à â îáëàñòè z > 0 òî÷êó P . Íàä êàæäûì èç r + 2 ìíîãîóãîëüíèêîâ
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jC
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(b) Ïðåîáðàçîâàííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ (íà ðè-

ñóíêå îòñóòñòâóþò äâà ðåáðà AiO è äâà ðåá-

ðà BiP )

Ðèñ. 2.2. Ïðåîáðàçîâàíèå òðèàíãóëÿöèè 3-ñôåðû â îêðåñòíîñòè òî÷êè Ci

íà ïëîñêîñòè âîçüìåì �áèïèðàìèäó� (äâóñòîðîííèé êîíóñ) ñ âåðøèíàìè O è P .

Äîáàâèâ åùå r +2 ðåáåð OP (ïî îäíîìó íà êàæäóþ �áèïèðàìèäó�) è êîìïàêòè-

ôèöèðîâàâ R3 äîáàâëåíèåì òî÷êè {∞}, ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ ñôåðû S3,

ñîñòîÿùóþ èç 4r òåòðàýäðîâ.

Äàëåå, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè Ci ïðîäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó-

÷åííîé òðèàíãóëÿöèè, ñìûñë êîòîðîãî ÿñåí èç ðèñóíêà 2.2. Ìû çàìåíÿåì âåðøè-

íó Ci îòðåçêîì AiBi, ïîëàãàÿ, ÷òî òî÷êà Ai íàõîäèòñÿ íàä Bi. Ïðè ýòîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè òåòðàýäðû âèäà CiCjOP ïåðåõîäÿò â AiCjOP , à òåòðàýäðû CiCkOP

� â BiCkOP . Êðîìå òîãî, îáðàçóþòñÿ åùå ÷åòûðå òåòðàýäðà âèäà AiBiOP .

Ïðîäåëàâ îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r, ìû ïîëó÷èì

èñêîìóþ òðèàíãóëÿöèþ ñôåðû S3, ïî ðåáðàì êîòîðîé ïðîõîäèò çàöåïëåíèå L,

ïðè÷åì î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîé òðèàíãóëÿöèè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) �

3).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí (0-ñèìïëåêñîâ) ïîñòðîåííîé òðèàíãó-

ëÿöèè ñîñòîèò èç 2r + 2 ýëåìåíòîâ: Ai, Bi, O, P , ãäå i = 1, . . . , r.

Ìíîæåñòâî ðåáåð òðèàíãóëÿöèè ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà:
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1) 2r ðåáåð, ëåæàùèõ íà çàöåïëåíèè;

2) r ðåáåð AiBi, i = 1, . . . , r;

3) 6r ðåáåð AiO, AiO, AiP , BiO, BiP , BiP , i = 1, . . . , r;

4) r + 2 ðåáåð OP .

Îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáåð (1-ñèìïëåêñîâ) â òðèàíãóëÿöèè ðàâíî 10r + 2.

Êàæäîìó ðåáðó AiBj (ëèáî AiAj, ëèáî BiBj) èç ïåðâîãî ïîäìíîæåñòâà

ñîîòâåòñòâóþò äâà 3-ñèìïëåêñà âèäà AiBjOP (ñîîòâ. AiAjOP , ñîîòâ. BiBjOP ).

Êàæäîìó ðåáðó AiBi èç âòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå 3-ñèìïëåêñà

âèäà AiBiOP . Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî 3-ñèìïëåêñîâ â òðèàíãóëÿöèè

ðàâíî 8r.

Ðàçâåòâëåííûå âäîëü çàöåïëåíèé íàêðûòèÿ 3-ñôåðû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü M è N � ïàðà òðèàíãóëèðîâàííûõ çàìêíóòûõ îðèåí-

òèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèé è ïóñòü çàöåïëåíèå L ñîñòàâëåíî èç ðåáåð òðèàíãóëÿ-

öèè ìíîãîîáðàçèÿ N . Ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì âäîëü çàöåïëåíèÿ L íàçûâà-

åòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : M → N , ÷òî ïðîîáðàç p−1(L) ÿâëÿåòñÿ

îäíîìåðíûì ïîäêîìïëåêñîì â M , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå p íà M \p−1(L) ÿâëÿåòñÿ

îáû÷íûì íàêðûòèåì.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ð. Ôîêñà [33], ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå åäèíñòâåííûì

îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îáû÷íûì íàêðûòèåì. Ïóñòü ìû èìååì íåòðèâè-

àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : πL → E(3) ãðóïïû çàöåïëåíèÿ â ãðóïïå E(3) (íàïîì-

íèì, ÷òî ÷åðåç E(3) ìû îáîçíà÷àåì ãðóïïó ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äâèæåíèé
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3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà). Òîãäà, íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå Ker ρ ñîîò-

âåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå pρ : S̃3 → S3 âäîëü çàöåïëåíèÿ

L, êðàòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà èíäåêñó ïîäãðóïïû Ker ρ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü πL = 〈x1, . . . , xr | R1, . . . , Rr−1〉 � êîïðåäñòàâëåíèå Âèð-

òèíãåðà ãðóïïû çàöåïëåíèÿ. Íàçîâåì ïåðåõîäîì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè äèà-

ãðàììû çàöåïëåíèÿ L. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ïåðåõîä âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñî-

îòâåòñòâóåò íåêîòîðîé îáðàçóþùåé xi. Ïîýòîìó, åñëè âåðøèíà A ïðèíàäëåæèò

i-ìó ïåðåõîäó, ãäå i = 1, . . . , r, òî xiA = A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò ρ(xi)

äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ òîëüêî ïîâîðîòîì (áåç ñäâèãîâ) âîêðóã íåêîòîðîé îñè

â R3 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ ρ(R1), . . . , ρ(Rr−1). Èç

ôîðìû ñîîòíîøåíèé Rj ñëåäóåò, ÷òî ïîâîðîò âîêðóã îñè ïðîèñõîäèò íà óãîë ϕj,

ãäå j � íîìåð êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùèé

ïåðåõîä.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ, êîòîðîå ïåðåâîäèò êàæäóþ îáðà-

çóþùóþ xi â ïîâîðîò âîêðóã îäíîé è òîé æå ôèêñèðîâàííîé îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â R3 íà óãîë ϕj, ãäå j � íîìåð êîìïîíåíòû çàöåïëå-

íèÿ, êîòîðóþ îáõîäèò îáðàçóþùàÿ xi. Â ýòîì ñëó÷àå Ker ρ = [πL, πL], à Im ρ

� àáåëåâà ïîäãðóïïà â SO(3). Ñîîòâåòñòâóþùåå áåñêîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå

íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì àáåëåâûì íàêðûòèåì, ðàçâåòâëåííûì âäîëü çàöåï-

ëåíèÿ L.

Ôèêñèðóåì ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî F äëÿ íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàí-

ñòâà S̃3 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2, êîòîðîå òåïåðü íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèåì,

÷òî ñèìïëåêñû, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíî ñàìî çàöåïëåíèå L, âõîäÿò â F).
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� 2.2. Àöèêëè÷åñêèé êîìïëåêñ è èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ

Äëÿ çàäàííîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ pρ ìû ñòðîèì îòîáðàæåíèå Γ: S̃3 →
R3, ò.å. ïîìåùàåì íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî S̃3 â R3 â ïîëíîé àíàëîãèè ñî

ñëó÷àåì 3-ìíîãîîáðàçèé. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ó íàñ

åñòü âûäåëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê â áàçå íàêðûòèÿ � êîíòóð âåòâëåíèÿ, ò.å.

ñàìî çàöåïëåíèå L. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1, ïîä äåéñòâèåì Γ êàæäûé ïåðåõîä

äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê íà ñîîòâåòñòâóþùåé îñè â R3.

Ìû âíîâü òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ âñåõ âåðøèí ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà

F áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â çàìå÷à-

íèè 1.1.

Êàê è äëÿ 3-ìíîãîîáðàçèé, îáîçíà÷èì e(3)ρ àëãåáðó Ëè öåíòðàëèçàòîðà

ïîäãðóïïû Im ρ ãðóïïû E(3).

Ïóñòü v ∈ F ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Îïðå-

äåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (dx)v, ñîïîñòàâëåííîå òî÷êå Γ(v). Åñëè Γ(v) íå

ïðèíàäëåæèò çàöåïëåíèþ, òî (dx)v � 3-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ïî-

ðîæäåííîå ôîðìîé îáúåìà dxv ∧ dyv ∧ dzv, ãäå dxv, dyv, dzv � äèôôåðåíöèàëû

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè Γ(v). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (dx)v = uxdxv +uydyv +

uzdzv, ãäå (ux, uy, uz) � åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè, íà êîòîðîé ëåæèò

òî÷êà Γ(v). Ìíîæåñòâó âñåõ âåðøèí èç F ñîïîñòàâèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

(dx) =
⊕
v∈F

(dx)v.

Ïóñòü e ∈ F ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Ïóñòü

Le = 1
2l

2
e , ãäå le � åâêëèäîâà äëèíà ðåáðà Γ(e) ∈ R3. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî (dL) =
⊕
e∈F

(dLe), ãäå (dLe) � îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæ-
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äåííîå äèôôåðåíöèàëîì dLe, è ïðÿìàÿ ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ðåáðà

ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà.

Ïóñòü ωe � óãîë äåôåêòà â ðåáðå e (îïðåäåëåíèå 1.1) è Ωe = ωe

le
. Òîãäà,

àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó (dL), îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî (dΩ) =
⊕
e

(dΩ)e.

Îáîçíà÷èì e(3)∗ρ è (dx)∗ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ôèêñèðîâàííûå áàçèñû

êîòîðûõ äâîéñòâåííû áàçèñàì ïðîñòðàíñòâ e(3)ρ è (dx) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé

0 −→ e(3)ρ
f1−→ (dx)

f2−→ (dL)
f3=fT

3−−−→ (dΩ)
−fT

2−−→ (dx)∗
fT
1−→ e(3)∗ρ −→ 0. (2.1)

Ïðîâåäåííûå íèæå â � 2.3 âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðèëèñòíèêà ñâèäåòåëüñòâó-

þò î òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.1) ìîæåò áûòü àöèêëè÷åñêèì êîìïëåêñîì

(îïðåäåëåíèå 1.5). Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [12] äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî äëÿ

àáåëåâûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ ýòî âñåãäà èìååò ìåñòî. Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ïàðû (L, ρ) êîìïëåêñ (2.1) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì.

Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èíâàðèàíò çàöåï-

ëåíèÿ ÷åðåç êðó÷åíèå ýòîãî êîìïëåêñà.

Îáîçíà÷èì C0, C1 è C2 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ e(3)ρ, (dx) è (dL) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

Bi � ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Im fi.

Îáîçíà÷èì Bi
fi áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû fi, ñòðîêè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò

âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà Ci−1 \Bi−1, à ñòîëáöû � âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà Bi. Ïðè

ýòîì ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B3 = C2\B2. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.6,

êðó÷åíèå êîìïëåêñà (2.1) èìååò âèä:

τ = (−1)rank f2
(det B2

f2)
2

det B3
f3 (det B1

f1)2 . (2.2)
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Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

Iρ(L) = τ ·

N∏
j=1

(2− 2 cos ϕj)
nj

∏′ l2 ·∏(−V )
. (2.3)

Çäåñü N � ÷èñëî êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ, nj � êîëè÷åñòâî âåðøèí â òðèàíãóëÿ-

öèè ñôåðû S3, ïðèíàäëåæàùèõ j-îé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ, ϕj � óïîìÿíóòûå

âûøå óãëû, ïàðàìåòðèçóþùèå ïðåäñòàâëåíèå (ïîâîðîò íà óãîë ϕj âîêðóã ïåðå-

õîäà, ïðèíàäëåæàùåãî j-îé êîìïîíåíòå, îïðåäåëÿåò îáðàçóþùóþ ãðóïïû çàöåï-

ëåíèÿ â êîïðåäñòàâëåíèè Âèðòèíãåðà). Â çíàìåíàòåëå, ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòîâ

äëèí ðåáåð ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà òå ðåáðà èç F , ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò

çàöåïëåíèå. Ïðîèçâåäåíèå óøåñòåðåííûõ îáúåìîâ V ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå

òåòðàýäðû èç F .

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ âåëè÷èíà Iρ(L) ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ ìíîãîîáðàçèé, ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëü-

êî ëåìì.

Ëåììà 2.3. Âåëè÷èíà Iρ(L) íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåé-

ñòâà F , à òàêæå îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè [ρ].

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1.14.

Ëåììà 2.4 ([12]). Âåëè÷èíà Iρ(L) íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè ñôåðû S3 ñî

ñâîéñòâàìè 1) � 3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà Iρ(L) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèÿõ Ïàõíåðà 2 ↔ 3

è 1 ↔ 4 (äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 1.15). Ïîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü Iρ(L) ïðè äâèæåíèÿõ 1 ↔ 2.

Ïóñòü òåòðàýäð BDAA áóäåò êàê â òåîðåìå 2.1: ðåáðî BD ëåæèò íà ôèêñè-

ðîâàííîé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ L, à ðåáðî AA åñòü ìåðèäèàí ýòîé êîìïîíåí-

òû. Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå ρ : πL → SO(3) ïåðåâîäèò îáõîä ïî AA âî âðàùåíèå

íà óãîë ϕ 6= 0 mod 2π âîêðóã îñè z. Âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà,

ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó è êîíöó ðåáðà AA, ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Γ ïå-

ðåõîäÿò â ðàçíûå òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íàøà öåëü ñåé÷àñ � èçó÷èòü,

êàê êðó÷åíèå êîìïëåêñà (2.1) âåäåò ñåáÿ ïðè äâèæåíèè 1 → 2, îïèñàííîì â ïà-

ðàãðàôå 2.1. Êàê ïîäñêàçûâàåò ôîðìà íàøåãî àöèêëè÷åñêîãî êîìïëåêñà (2.1),

íàñ äîëæíî èíòåðåñîâàòü, êàêèå âåðøèíû, ðåáðà è òåòðàýäðû óáèðàþòñÿ èëè

äîáàâëÿþòñÿ ê ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó. Èìåííî, äâèæåíèå 1 → 2

• äîáàâëÿåò íîâóþ âåðøèíó C;

• óáèðàåò ðåáðî BD è äîáàâëÿåò íîâûå ðåáðà BC, CD è CA;

• óáèðàåò òåòðàýäð BDAA è äîáàâëÿåò òåòðàýäðû BCAA è CDAA.

Ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.15,

ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé êðó÷åíèå êîìïëåêñà (2.1) óìíîæàåòñÿ

ïðè äâèæåíèè 1 → 2, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí èç ñëåäóþùèõ �ëîêàëüíûõ� àöèê-

ëè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ:

0 −→ 0 −→ (dLBD) −→ (dΩBD) −→ 0 −→ 0 (2.4)

è

0 −→ (dzC) −→ (dLBC , dLCD, dLAC) −→ (dΩBC , dΩCD, dΩAC) −→ (dzC)∗ −→ 0. (2.5)
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Çäåñü, íàïðèìåð, (dzC) îçíà÷àåò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå ïðîñòî

èç äèôôåðåíöèàëà êîîðäèíàòû zC ; (dLBC , dLCD, dLAC) åñòü òðåõìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî è ò. ä. Ìû îáîçíà÷àåì êðó÷åíèå êîìïëåêñà (2.4) ÷åðåç τ , à êðó÷åíèå

êîìïëåêñà (2.5) � ÷åðåç τ̃ . Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

τ̃

τ
= − 1

2− 2 cos ϕ
· l

2
BCl2CD

l2BD

· VBCAAVCDAA

VBDAA
. (2.6)

Ïîýòîìó îòíîøåíèå êðó÷åíèé �ãëîáàëüíûõ� êîìïëåêñîâ (2.1), îòâå÷àþùèõ òðè-

àíãóëÿöèÿì S3, ðàçëè÷àþùèìñÿ íà äâèæåíèå 1 → 2, òîæå äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.6).

Òàêèì îáðàçîì, êðó÷åíèå (2.2) êîìïëåêñà (2.1)

• ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü 1
2−2 cos ϕ ïðè äîáàâëåíèè âåðøèíû (â íàøåì ñëó÷àå

C) íà çàöåïëåíèè;

• ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü l2i ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà i, ëåæàùåãî íà çàöåïëå-

íèè, è ìíîæèòåëü l−2
i äëÿ êàæäîãî óáèðàåìîãî ðåáðà i. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

ðåáåð, íå ëåæàùèõ íà çàöåïëåíèè, òàêèõ ìíîæèòåëåé íåò;

• ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü (−V ) ïðè äîáàâëåíèè òåòðàýäðà è ìíîæèòåëü

(−V )−1 äëÿ êàæäîãî óáèðàåìîãî òåòðàýäðà.

Âñå ýòî âìåñòå ãàðàíòèðóåò èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû Iρ(L) ïðè äâèæå-

íèÿõ 1 ↔ 2. Òåïåðü, óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.

Ëåììà 2.5. Âåëè÷èíà Iρ(L) íå çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ Γ, ò.å. îò òîãî, â

êàêèå òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìû ïîìåùàåì âåðøèíû ôóíäàìåíòàëü-

íîãî ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè ñôåðû S3 è

ṽ ∈ F . Åñëè v íå ëåæèò íà çàöåïëåíèè, òî ïðîõîäÿò òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è
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B

D

A

O

E

A

Ðèñ. 2.3. Ëèíê âåðøèíû O

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.16. Ïóñòü v ∈ L. Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ äâèæå-

íèé Ïàõíåðà âåðøèíó O = Γ(ṽ) ìîæíî ïåðåìåñòèòü â äðóãóþ òî÷êó ïðîñòðàí-

ñòâà R3 (ïðèíàäëåæàùóþ îáðàçó òîãî æå ïåðåõîäà), íå ìåíÿÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ

âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí èç Γ(F).

Ñíà÷àëà ìû óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî âåðøèí â lk(O) äî ÷åòûðåõ ñ ïîìîùüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé Ïàõíåðà 2 ↔ 3 êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.16.

Ïðè ýòîì, â lk(O) îñòàåòñÿ â òî÷íîñòè äâå âåðøèíû, ñêàæåì B è D, ïðèíàäëå-

æàùèå çàöåïëåíèþ.

Äàëåå, ïóñòü âåðøèíû A,B,D è E ïðèíàäëåæàò ëèíêó âåðøèíû O òàê,

êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 2.3. Âûäåëåííûå ðåáðà BO è OD ïðèíàäëåæàò

çàöåïëåíèþ. Â êëàñòåðå èç äâóõ òåòðàýäðîâ ABOE ïðîäåëàåì äâèæåíèå 2 → 3,

äîáàâèâ íîâîå ðåáðî AA. Ïîñëå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ 3 → 2 óáèðàåì

ðåáðî OE èç St(O). Â ðåçóëüòàòå, âîêðóã BD áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî â òî÷íîñòè

äâà òåòðàýäðà BOAA è ODAA.



79

1
x

2
x

3
x

2
A

1
A

3
A

1
B

2
B

3
B

Ðèñ. 2.4. Äèàãðàììà òðèëèñòíèêà

Òåïåðü, â êëàñòåðå èç äâóõ òåòðàýäðîâ BOAA è ODAA ìû äåëàåì äâè-

æåíèå 2 → 1 è òåì ñàìûì óáèðàåì âåðøèíó O èç òðèàíãóëÿöèè. Ïîñëå ýòîãî,

ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ 1 → 2 âîçâðàùàåì åå îáðàòíî, íî óæå â äðóãóþ òî÷êó

ïðîñòðàíñòâà R3 (òðåáóÿ ïðè ýòîì, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç çàìå÷àíèÿ 1.1). Çàòåì ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó ñèì-

ïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó, îáðàùàÿ âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé Ïàõíåðà.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå âåëè÷èíà Iρ(L) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïî

ëåììå 2.4.

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.

� 2.3. Âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðèëèñòíèêà

Ñëó÷àé àáåëåâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Íà ðèñóíêå 2.3 ïîêàçàíà îðèåíòèðî-

âàííàÿ äèàãðàììà òðèëèñòíèêà 31. Ìû ñîáèðàåìñÿ âû÷èñëèòü èíâàðèàíò Iρ(31)

äëÿ àáåëåâà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, îïèñàííîãî â ïðèìåðå 2.1. Êîïðåäñòàâëåíèå Âèð-

òèíãåðà ãðóïïû òðèëèñòíèêà èìååò âèä:

π31 = 〈x1, x2, x3 | x3x
−1
1 x−1

2 x1, x1x
−1
2 x−1

3 x2〉.
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Îáðàçóþùèå xi îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåì ïåðåõîäàì íà äèàãðàììå, êîòî-

ðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè.

Ïîä äåéñòâèåì Γ êàæäûé ïåðåõîä xi îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê íà îäíîé è

òîé æå îñè z. Âðàùåíèå âîêðóã ýòîé îñè íà óãîë ϕ1 çàäàåò àáåëåâî ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû π31 â SO(3). Àëãåáðà Ëè e(3)ρ äâóìåðíà, åå áàçèñ ñîñòîèò èç dϕz è dz

� äèôôåðåíöèàëà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z è äèôôåðåíöèàëà ñäâèãà âäîëü ýòîé

îñè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó C0 = B0 = {dϕz, dz}.
Âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà Ai è Bi ïîìåñòèì â òî÷êè (0, 0, i+

2) è (0, 0, i − 1) ñîîòâåòñòâåííî, O è P ïîìåñòèì â òî÷êè (1, 0, 0) è (0, 1, 0)

ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî C1 (ìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà (dx)) ñîñòîèò

èç äèôôåðåíöèàëîâ z-îé êîîðäèíàòû âåðøèí Ai, Bi, i = 1, 2, 3 è äèôôåðåíöè-

àëîâ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò âåðøèí O, P . Âûáåðåì

B1 = {dzA1
, dyO}.

Òîãäà

det B1
f1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

xO 0

∣∣∣∣∣∣∣
= −1.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (dL) ðàâíà 32. Èç íèõ, 10 áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îòíîñÿòñÿ ê ìàòðèöå f2, à 22 âåêòîðà � ê ìàòðèöå f3. Âûáåðåì

B2 = {dLB3,A1
, dLA1,x2B2

, dLB2,A3
, dLA3,x1B1

, dLB1,A2
,

dLA1,x3O, dLA1,P , dLB1,O, dLx1B1,P , dLO,P},

ãäå, íàïðèìåð, çàïèñü âèäà x2B2 îçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà x2 ãðóïïû òðè-

ëèñòíèêà íà âåðøèíå B2.
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Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ïîäìàòðèöû B2
f2 ðàçìåðà 10×10 è ïîäìàòðè-

öû B3
f3 ðàçìåðà 22× 22 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

det B2
f2 = 1440,

det B3
f3 = − (1− cos ϕ1)

4 (1− 2 cos ϕ1)
4

167961600 cos12 ϕ1 (2 cos2 ϕ1 − 1)6 .

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé áàçèñíûõ ìèíîðîâ

â (2.2), íàõîäèì êðó÷åíèå êîìïëåêñà (2.1) è çàòåì, ïî ôîðìóëå (2.3), ïîëó÷àåì

çíà÷åíèå èíâàðèàíòà:

Iρ(31) = −(2− 2 cos ϕ1)
2

(1− 2 cos ϕ1)4 = −(2− 2 cos ϕ1)
2

|∆31
(eiϕ1)|4 , (2.7)

ãäå ∆31
(t) = t2 − t + 1 � ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà äëÿ òðèëèñòíèêà.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ òðèëèñòíèêà, à òàêæå ïðîâåäåííûå âû÷èñëå-

íèÿ äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ óçëîâ è çàöåïëåíèé ïîçâîëÿþò íàì ñôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 2.6. Ïóñòü L ⊂ S3 � çàöåïëåíèå ñ N êîìïîíåíòàìè. Îáîçíà÷èì

∆L(t1, . . . , tN) åãî ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ : πL → SO(3)

àáåëåâî, òî

Iρ(L) =





−|∆L(eiϕ1)|−4 · (2− 2 cos ϕ1)
2, N = 1

−|∆L(eiϕ1, . . . , eiϕN )|−4, N > 1.

Ñëó÷àé íåàáåëåâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà òðèëèñò-

íèêà π31 èìååò êîïðåäñòàâëåíèå ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè a, b è åäèíñòâåííûì

ñîîòíîøåíèåì a2 = b3. Ïðè ýòîì, ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

x1 = ab−1, x2 = b−1a, x3 = a−1baba−1, (2.8)
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ãäå, êàê è âûøå, x1, x2, x3 � îáðàçóþùèå ãðóïïû òðèëèñòíèêà â êîïðåäñòàâëå-

íèè Âèðòèíãåðà, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäû íà äèàãðàììå (ðèñ. 2.3).

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ : π31 → SO(3) òàêîå, ÷òî Tr ρ(a) = 1 +

2 cos(π), Tr ρ(b) = 1 + 2 cos(2π
3 ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ôèêñèðóåì îñè, èäó-

ùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â R3. Òîãäà, ρ(a) � ýòî âðàùåíèå âîêðóã îäíîé èç

ýòèõ îñåé íà óãîë π, à ρ(b) � âðàùåíèå âîêðóã äðóãîé îñè íà óãîë 2π
3 . Îáîçíà÷èì

φ óãîë ìåæäó ýòèìè îñÿìè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.8), ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðåõîäû x1, x2, x3 ïîä äåé-

ñòâèåì Γ ïåðåõîäÿò â îòðåçêè íà òðåõ îñÿõ, óãëû ìåæäó êîòîðûìè ïîïàðíî

ðàâíû. Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòèõ îñåé ÷åðåç e1, e2, e3

(âåêòîð ei ñîîòâåòñòâóåò îñè ñ ïåðåõîäîì xi). Îáðàçóþùèå x1, x2, x3 ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ âðàùåíèÿìè âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé íà îäèí è òîò æå óãîë ϕ1.

Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ1 ñâÿçàíî ñ φ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ:

cos ϕ1 =
3

2
cos2 φ− 1.

Äàëåå, äëÿ îïèñàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå ñàìóþ

òðèàíãóëÿöèþ, ÷òî è â àáåëåâîì ñëó÷àå. Ïîìåñòèì âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíî-

ãî ñåìåéñòâà Ai â òî÷êè (i + 2)ei; âåðøèíû B1, B2, B3 � â òî÷êè 0, e3, 2e1

ñîîòâåòñòâåííî; âåðøèíû O è P � â òî÷êè (1, 0, 0) è (0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííûõ êîîðäèíàò âûïîëíåíû óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç

çàìå÷àíèÿ 1.1.

Öåíòðàëèçàòîð ïîäãðóïïû Im ρ òðèâèàëåí, ïîýòîìó e(3)ρ = o. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî

B0 = B1 = ∅.
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Âûáåðåì ìíîæåñòâî B2 â âèäå:

B2 = {dLB3,A1
, dLA1,x2B2

, dLB2,A3
, dLA3,x1B1

, dLB1,A2
, dLA1,B1

,

dLA1,x3O, dLA1,O, dLA1,P , dLB1,O, dLx1B1,P , dLB2,P}.

Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü âèäà x2B2 îçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà x2 ãðóïïû òðè-

ëèñòíèêà íà âåðøèíå B2.

Äàëåå, ìû âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëè ïîäìàòðèöû B2
f2 ðàçìåðà 12 × 12 è

ïîäìàòðèöû B3
f3 ðàçìåðà 20 × 20 è çàòåì ïî ôîðìóëàì (2.2) è (2.3) íàõîäèì

çíà÷åíèå èíâàðèàíòà:

Iρ(31) = 4. (2.9)

Óçåë òðèëèñòíèê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìîãî òîðè÷åñêîãî

óçëà.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü µ è λ � ìåðèäèàí è ïàðàëëåëü ñòàíäàðòíî âëîæåííî-

ãî 2-òîðà, p è q � ïàðà âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà, çàìêíóòóþ

êðèâóþ âèäà pµ + qλ íàçûâàþò òîðè÷åñêèì óçëîì òèïà (p, q) è îáîçíà÷àþò

T (p, q).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà òîðè÷åñêîãî óçëà T (p, q) èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

πT (p, q) = 〈a, b | ap = bq〉. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρj,k : πT (p, q) → SO(3)

òàêîå, ÷òî ρj,k(a) � ïîâîðîò âîêðóã îñè x íà óãîë 2πj
p , ρj,k(b) � ïîâîðîò âîêðóã

îñè x′ íà óãîë 2πk
q , ãäå 1 ≤ j ≤ bp/2c è 1 ≤ k ≤ bq/2c. Óãîë ìåæäó îñÿìè x è x′

íå ðàâåí íóëþ.

Ãèïîòåçà 2.7. Èíâàðèàíò Ij,k(T (p, q)) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρj,k èìååò âèä:

Ij,k(T (p, q)) =
1

(pq)2

(
4 sin

jπ

p
sin

kπ

q

)4

. (2.10)
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Çàìåòèì, ÷òî ýòà ãèïîòåçà ñîãëàñóåòñÿ ñ (2.9) äëÿ òðèëèñòíèêà T (2, 3).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåàáåëåâî êðó÷åíèå Ðàéäåìàéñòåðà, ñêðó÷åííîå äåéñòâèåì

ãðóïïû SU(2), äëÿ T (p, q) ðàâíî (ñì. [31, ñòð. 113])

− 1

pq

(
4 sin

jπ

p
sin

kπ

q

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà 2.7 ãîâîðèò, ÷òî Ij,k(T (p, q)) ðàâío êâàäðàòó íåàáåëåâà

êðó÷åíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà äëÿ òîðè÷åñêèõ óçëîâ.
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Ãëàâà 3. �Ñêðó÷åííàÿ� âåðñèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî èí-

âàðèàíòà

� 3.1. Ïîñòðîåíèå äëÿ 3-ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü M � ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, T �

åãî òðèàíãóëÿöèÿ, π1(M) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà. Êàê è â ïðåäûäóùåé

ãëàâå, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ρ : π1(M) → E(3) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðå-

ãóëÿðíîå íàêðûòèå pρ : M̃ → M ñ èíäóöèðîâàííîé ñèìïëèöèàëüíîé ñòðóêòó-

ðîé T̃ . Âûäåëèì èç T̃ ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî ñèìïëåêñîâ F (ñì. îïðåäå-

ëåíèå 1.2) è ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Γ: T̃ → R3.

Òàêèì îáðàçîì, äî ýòîãî ìîìåíòà ïîñòðîåíèå �ñêðó÷åííîãî� ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî èíâàðèàíòà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòðîåíèÿ îáû÷íîãî èíâàðèàíòà,

îïèñàííîãî â ãëàâå 1. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷å-

ñêîãî êîìïëåêñà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èäåÿ îáîáùåíèÿ èíâàðèàíòà çàêëþ÷àåòñÿ

â çàìåíå íà äàííîì ýòàïå ïðåäñòàâëåíèÿ ρ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì α⊗ ρ, ãäå

α : π1(M) → Gβ1
= H1(M)/ Tors H1(M) ∼= 〈t1, . . . , tβ1

| titj = tjti,∀i, j〉 (3.1)

� ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû â ñâîáîäíóþ àáåëå-

âó ãðóïïó ðàíãà β1. Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãîìîìîðôèçìîâ

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (α ⊗ ρ)(h) = α(h)ρ(h), ∀h ∈ π1(M). Òàêèì îáðàçîì,

íàøå îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà áóäåò íåòðèâèàëüíûì òîëüêî äëÿ

ìíîãîîáðàçèé ñ áåñêîíå÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé.

Ïóñòü v ∈ F ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Âåê-
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òîðíîå ïðîñòðàíñòâî (dx)v, ñîïîñòàâëåííîå âåðøèíå v ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò

èç ôîðì îáúåìà dxv∧dyv∧dzv, ãäå dxv, dyv, dzv � äèôôåðåíöèàëû äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò òî÷êè Γ(v) ∈ R3. Ìíîæåñòâó âñåõ âåðøèí èç F ñîïîñòàâèì âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî (dx) =
⊕
v∈F

(dx)v.

Ïóñòü e ∈ F ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Êàê è

ïðåæäå, ïîëîæèì Le = 1
2l

2
e , ãäå le � åâêëèäîâà äëèíà ðåáðà Γ(e) ∈ R3. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç dLe äèôôåðåíöèàë âåëè÷èíû Le è îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

(dL) =
⊕
e∈F

(dLe), ãäå (dLe) � îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è ïðÿìàÿ ñóììà ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ íà âñå ðåáðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

ïðîñòðàíñòâî (dΩ) =
⊕
e∈F

(dΩe), ãäå Ωe = ωe

le
è ωe � óãîë äåôåêòà ðåáðà Γ(e) (ñì.

îïðåäåëåíèå 1.1).

Äàëåå, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f2 : (dx) → (dL). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, çàäàííûå äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò íåêîòîðûõ âåðøèí A è B ïðè f2

ïåðåõîäÿò â

dLAB = (xB−xA)(dxB−dxA)+(yB−yA)(dyB−dyA)+(zB−zA)(dzB−dzA). (3.2)

Îäíàêî òåïåðü, åñëè, ê ïðèìåðó, âåðøèíà B íå ïðèíàäëåæèò ôóíäàìåíòàëüíî-

ìó ñåìåéñòâó è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî B = ρ(h)B′, ãäå B′ ∈ F è h ∈ π1(M), òî

â ôîðìóëó (3.2) ìû ïîäñòàâëÿåì



dxB

dyB

dzB




= α(h)ρ(h)




dxB′

dyB′

dzB′




. (3.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò âåðøèí, íå ïðè-

íàäëåæàùèõ ôóíäàìåíòàëüíîìó ñåìåéñòâó, ìû çàìåíÿåì ïðåäñòàâëåíèå ρ íà

α⊗ ρ.
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Çàíóìåðóåì ðåáðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà â íåêîòîðîì ïîðÿäêå è

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó f3 =
(

∂Ωi

∂Lj

)
, ãäå i è j ïðîáåãàþò âñå ðåáðà èç F .

Ëþáîé ýëåìåíò ìàòðèöû f3 èìååò âèä:

∂Ωi

∂Lj
=

∑

k

pk a
(k)
ij , (3.4)

ãäå èíäåêñ k ïðîáåãàåò âñå òåòðàýäðû èç F . Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ a
(k)
ij ñîîòâåò-

ñòâóåò ñâîåìó òåòðàýäðó è ëèáî ðàâíî íóëþ, ëèáî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç ïÿòè

ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåííûõ â � 1.1. Ïðè ýòîì, åñëè â k-ûé òåòðàýäð, âìåñòî ðåáåð

i, j ∈ F âõîäÿò ðåáðà i′, j′ òàêèå, ÷òî i′ = h1i, j′ = h2j, ãäå h1, h2 ∈ π1(M), òî

ñëàãàåìîå a
(k)
ij â (3.4) óìíîæàåòñÿ íà α(h1)

α(h2)
, ò.å. pk = α(h1)

α(h2)
.

Èç ëåììû 1.10 ñëåäóåò ðàâåíñòâî f3 = f ∗3 , ãäå ìàòðèöà f ∗3 ïîëó÷àåòñÿ èç

f3 òðàíñïîíèðîâàíèåì è îäíîâðåìåííîé çàìåíîé âñåõ ti íà t−1
i .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé

0 −→ (dx)
f2−→ (dL)

f3=f∗3−−−→ (dΩ)
−f∗2−−→ (dx)∗ −→ 0. (3.5)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, ìû îáîçíà÷èëè (dx)∗ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ôèêñèðî-

âàííûé áàçèñ êîòîðîãî äâîéñòâåíåí áàçèñó ïðîñòðàíñòâà (dx).

Îòñóòñòâèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.5) ïðîñòðàíñòâà, àíàëîãè÷íîãî e(3)ρ,

ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. ãëàâó 1, íà÷àëî � 1.2)

e(3)ρ
∼= H0(M ; Adρ).

Ôîðìàëüíî çàìåíÿÿ çäåñü Adρ íà α⊗ Adρ, ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî

H0(M ; α⊗ Adρ) = {u ∈ e(3) | α(h) Adρ(h) u = u,∀h ∈ π1(M)},

êîòîðîå òðèâèàëüíî äëÿ ëþáîãî ρ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u ∈ e(3) ëåæèò â
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H0(M ; α⊗ Adρ). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

u = ti Adρ(hi) u,

ãäå hi ∈ π1(M) � íåêîòîðûé ïðîîáðàç èç α−1(ti). Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè ïðè ti â

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ

u = 0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îáîñíîâàòü îòñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâà (dg) â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (3.5). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî H1(M ; α ⊗ Adρ) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå 1-êîöèêëà äëÿ ξ : π1(M) → e(3) â íàøåì ñëó÷àå âûãëÿ-

äèò òàê:

ξ(g1g2) = ξ(g1) + α(g1) Adρ(g1) ξ(g2). (3.6)

Ïîëàãàÿ g2 = g−1
1 , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ξ(g1)(α(g1)−1) = 0, êîòîðîå äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ g1 ∈ π1(M). Îòñþäà ñëåäóåò òðèâèàëüíîñòü îòîáðàæåíèÿ ξ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.5) î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì (îïðåäåëåíèå 1.3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ M è ρ ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì.

Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åãî êðó÷åíèå (îïðåäåëåíèå 1.6):

τ = (−1)rank f2
(det B2

f2)(det B2
f ∗2 )

det B3
f3

, (3.7)

ãäå, êàê è ïðåæäå, Bi ⊂ Ci � ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

ïðîñòðàíñòâó Im fi è Bi
fi � ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñíûé ìèíîð ìàòðèöû fi.

Ïîëîæèì

Iα⊗ρ(M) =
τ∏

(−V )
, (3.8)

ãäå V � óøåñòåðåííûé îáúåì òåòðàýäðà è ïðîèçâåäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

âñå òåòðàýäðû èç F .
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Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ âåëè÷èíà Iα⊗ρ(M) ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòîì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 1.13.

Âû÷èñëåíèÿ äëÿ S2×S1 ×òîáû âû÷èñëèòü �ñêðó÷åííûé� èíâàðèàíò äëÿ

ïðîñòðàíñòâà S2 × S1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå ñàìóþ òðèàíãóëÿöèþ è

òî æå ñàìîå ïðåäñòàâëåíèå ρ, ÷òî è ïðè âû÷èñëåíèÿõ �íåñêðó÷åííîé� âåðñèè

ãåîìåòðè÷åñêîãî èíâàðèàíòà (ðèñ. 1.6). Îáúåìû òåòðàýäðîâ òðèàíãóëÿöèè ïî-

ïðåæíåìó îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.54). Íàéäåì êðó÷åíèå τ êîìïëåêñà (3.5).

Ïóñòü h � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû π1(S
2 × S1) ∼= Z. Îáîçíà÷èì t = α(h).

Ïîñêîëüêó dim(dx) = dim(dL) = 9, òî B2 = C2. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ

ïîäìàòðèöû B2
f2 ðàçìåðà 9× 9 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

det B2
f2 = −h3(t− 1)2(t2 − 2t cos γ + 1)2(cos γ + sin γ). (3.9)

Ìíîæåñòâî B3 = C2 \ B2 ïóñòî. Ïîýòîìó

det B3
f3 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé áàçèñíûõ ìèíîðîâ

â (3.7), íàõîäèì êðó÷åíèå τ êîìïëåêñà (3.5) è çàòåì, ïî ôîðìóëå (3.8), ïîëó÷àåì

çíà÷åíèå �ñêðó÷åííîãî� èíâàðèàíòà:

Iα⊗ρ(S
2 × S1) =

(
8 sin

ϕ

2
sin

ϕ + γ

2
sin

ϕ− γ

2

)4

, (3.10)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäñòàâëåíèå Z→ U(1) : t 7→ eiϕ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè

îò ýëåìåíòà ãðóïïû t ê âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ϕ.
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� 3.2. Ïîñòðîåíèå äëÿ çàöåïëåíèé

Ïóñòü L � ñíàáæåííîå îðèåíòàöèåé çàöåïëåíèå ñ N êîìïîíåíòàìè. Êàê è ïðè

ïîñòðîåíèè �íåñêðó÷åííîé� âåðñèè èíâàðèàíòà èç ãëàâû 2, ìû ñíà÷àëà ñòðî-

èì òðèàíãóëÿöèþ 3-ñôåðû, ïî ðåáðàì êîòîðîé ïðîõîäèò çàöåïëåíèå. Çàòåì, ïî

çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ρ ãðóïïû çàöåïëåíèÿ πL â SO(3) ñòðîèì ðàçâåòâëåí-

íîå âäîëü L íàêðûòèå ñôåðû ñ èíäóöèðîâàííîé ñèìïëèöèàëüíîé ñòðóêòóðîé è

âûäåëÿåì â íåì ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî ñèìïëåêñîâ F . Ïîñëå ýòîãî, îòîá-

ðàæàåì íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â

ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Im ρ.

Íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî êîìïëåêñà ìû, â ïîëíîé àíàëîãèè ñî

ñëó÷àåì 3-ìíîãîîáðàçèé, çàìåíÿåì ïðåäñòàâëåíèå ρ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

ïðåäñòàâëåíèé α⊗ ρ, ãäå

α : πL → GN = ZN ∼= 〈t1, . . . , tN | titj = tjti,∀i, j〉 (3.11)

� ïðåäñòàâëåíèå àáåëèçàöèè.

Ïóñòü v � âåðøèíà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî (dx)v, ñîñòîÿùåå èç ôîðì îáúåìà dxv ∧ dyv ∧ dzv, ãäå dxv, dyv, dzv

� äèôôåðåíöèàëû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè Γ(v). Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

(dx) =
⊕

(dx)v ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâó âñåõ âåðøèí èç F òàêèõ, ÷òî èõ

îáðàçû íå ëåæàò íà çàöåïëåíèè.

Ïóñòü e � ðåáðî ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà. Îïðåäåëèì âåêòîðíûå ïðî-

ñòðàíñòâî (dL), ïîñòðîåííîå íà äèôôåðåíöèàëàõ dLe êàê íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

äëÿ âñåõ ðåáåð èç F , îáðàçû êîòîðûõ íå ëåæàò íà çàöåïëåíèè. Àíàëîãè÷íî

ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî (dΩ).
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Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ f2 : (dx) → (dL) è f3 : (dL) → (dΩ) â

ïîëíîé àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 3-ìíîãîîáðàçèé (� 3.1) è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé:

0 −→ (dx)
f2−→ (dL)

f3=f∗3−−−→ (dΩ)
−f∗2−−→ (dx)∗ −→ 0. (3.12)

Çäåñü, êàê è âûøå, ìû îáîçíà÷èëè f ∗2 ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç f2 òðàíñ-

ïîíèðîâàíèåì è îäíîâðåìåííîé çàìåíîé âñåõ ti íà t−1
i .

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîìïëåêñ (3.12) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì äëÿ íåêî-

òîðûõ L è ρ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åãî êðó÷åíèå:

τ = (−1)rank f2
(det B2

f2)(det B2
f ∗2 )

det B3
f3

. (3.13)

Ïîëîæèì

Iα⊗ρ(L) = τ ·

N∏
j=1

(2 cos ϕj − tj − t−1
j )nj

∏
(−V )

. (3.14)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, N � ÷èñëî êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ, nj � êîëè÷åñòâî âåð-

øèí â òðèàíãóëÿöèè ñôåðû S3, ïðèíàäëåæàùèõ j-îé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ, ϕj

� óãëû, ïàðàìåòðèçóþùèå ïðåäñòàâëåíèå ρ (ïîâîðîò íà óãîë ϕj âîêðóã ïåðåõî-

äà, ïðèíàäëåæàùåãî j-îé êîìïîíåíòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îáðàçó-

þùóþ ãðóïïû çàöåïëåíèÿ), tj � îáðàç ìåðèäèàíà j-îé êîìïîíåíòû îòíîñèòåëü-

íî α. Â çíàìåíàòåëå ïðîèçâåäåíèå óøåñòåðåííûõ îáúåìîâ V ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

íà âñå òåòðàýäðû èç F .

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ âåëè÷èíà Iα⊗ρ(L) ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû Iα⊗ρ(L) ïðè äâè-

æåíèÿõ Ïàõíåðà, à òàêæå íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåé-

ñòâà F è îòîáðàæåíèÿ Γ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì
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ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåìì äëÿ �íåñêðó÷åííîãî� èíâàðèàíòà. Ïîêàæåì èíâàðèàíò-

íîñòü âåëè÷èíû Iα⊗ρ(L) ïðè äâèæåíèÿõ 1 ↔ 2.

Ïóñòü â òåòðàýäðå BDAA èç Γ(F) ðåáðî BD ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé

êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ L, à ðåáðî AA åñòü îáðàç ìåðèäèàíà ýòîé êîìïîíåíòû.

Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå ρ : πL → SO(3) ïåðåâîäèò îáõîä ïî AA âî âðàùåíèå íà

óãîë ϕ 6= 0 mod 2π âîêðóã îñè z. Îáîçíà÷èì t = α(AA). Âåðøèíû ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ñåìåéñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó è êîíöó ðåáðà AA, ïîä äåéñòâèåì

îòîáðàæåíèÿ Γ ïåðåõîäÿò â ðàçíûå òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì,

÷òî ïðè äâèæåíèè 1 → 2 íà ðåáðå BD äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà C è òåì

ñàìûì òåòðàýäð BDAA çàìåíÿåòñÿ íà äâà òåòðàýäðà BCAA è CDAA.

Ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.15,

ïîêàçûâàþò, ÷òî êðó÷åíèå êîìïëåêñà (3.12) óìíîæàåòñÿ ïðè äâèæåíèè 1 → 2

íà ∂ΩAC

∂LAC
. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèì, ÷òî

∂ΩAC

∂LAC
= − 1

2 cos ϕ− t− t−1 ·
VBCAAVCDAA

VBDAA
. (3.15)

Òàêèì îáðàçîì, êðó÷åíèå (3.13) êîìïëåêñà (3.12)

• ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü 1
2 cos ϕ−t−t−1 ïðè äîáàâëåíèè âåðøèíû (â íàøåì

ñëó÷àå C) íà çàöåïëåíèè;

• ïðèîáðåòàåò ìíîæèòåëü (−V ) ïðè äîáàâëåíèè òåòðàýäðà è ìíîæèòåëü

(−V )−1 äëÿ êàæäîãî óáèðàåìîãî òåòðàýäðà.

Âñå ýòî âìåñòå ãàðàíòèðóåò èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû Iα⊗ρ(L) ïðè äâèæå-

íèÿõ 1 ↔ 2. Ïîñêîëüêó îíà òàê æå èíâàðèàíòíà ïðè äâèæåíèÿõ Ïàõíåðà, òî ïî

òåîðåìå 2.1, âåëè÷èíà Iα⊗ρ(L) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà òðèàíãóëÿöèè òðåõìåðíîé

ñôåðû. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
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Âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðèëèñòíèêà Ïóñòü ρ : π31 → SO(3) � íåàáåëåâî

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû òðèëèñòíèêà òàêîå, ÷òî Tr ρ(a) = 1 + 2 cos(π), Tr ρ(b) =

1 + 2 cos(2π
3 ), ãäå îáðàçóþùèå a è b óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ: a2 = b3. Íà-

ïîìíèì, ÷òî îáðàçóþùèå Âèðòèíãåðà x1, x2 è x3 îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò

ïåðåõîäàì íà äèàãðàììå òðèëèñòíèêà (ðèñ. 2.3) è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a è b ïî

ôîðìóëàì (2.8). Ïåðåõîäû x1, x2 è x3 ïîä äåéñòâèåì Γ ïåðåõîäÿò â îòðåçêè íà

òðåõ îñÿõ, óãëû ìåæäó êîòîðûìè ïîïàðíî ðàâíû. Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå íà-

ïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòèõ îñåé ÷åðåç e1, e2, e3.

Äàëåå, äëÿ îïèñàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå ñà-

ìóþ òðèàíãóëÿöèþ 3-ñôåðû, ÷òî è ïðè âû÷èñëåíèÿõ �íåñêðó÷åííîé� âåðñèè

èíâàðèàíòà â � 2.3. Ïîìåñòèì âåðøèíû ôóíäàìåíòàëüíîãî ñåìåéñòâà Ai â òî÷-

êè (i + 2)ei; âåðøèíû B1, B2, B3 � â òî÷êè 0, e3, 2e1 ñîîòâåòñòâåííî; âåðøèíû

O è P � â òî÷êè (1, 0, 0) è (0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äàííûõ

êîîðäèíàò âûïîëíåíû óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç çàìå÷àíèÿ 1.1.

Âûáåðåì ìíîæåñòâî B2 â âèäå:

B2 = {dLA1,x3O, dLA1,O, dLA1,P , dLB1,O, dLx1B1,P , dLB2,P}.

Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü âèäà x3O îçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà x3 ãðóïïû òðèëèñò-

íèêà íà âåðøèíå O. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû B2
f2 ðàçìåðà

6× 6, íàõîäèì:

B2
f2 =

27(2 cos ϕ1 − 1) cos ϕ1 sin ϕ1

t(cos ϕ1 − 1)2 .

Äàëåå ìû âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû B3
f3 ðàçìåðà 20 × 20 è çàòåì

ïî ôîðìóëàì (3.13) è (3.14) íàõîäèì çíà÷åíèå èíâàðèàíòà:

Iα⊗ρ(31) = − t3

(1− t3)2 . (3.16)
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ñêðó÷åííûé ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà äëÿ òðèëèñòíèêà è íåàáåëå-

âà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : π31 → SO(3) ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. íàïðèìåð [40, ñòð. 435])

ðàâåí

∆31,ρ(t) =
det(α⊗ ρ(1 + a))

det(α⊗ ρ(1− b))
=

det(13 + t3ρ(a))

det(13 − t2ρ(b))
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ρ(a) ðàâíû 1,−1,−1, à ìàòðèöû ρ(b) � 1,

e−2π
√−1/3, e2π

√−1/3. Ïîýòîìó,

∆31,ρ(t) =
(1 + t3)(1− t3)2

(1− t2)(1 + t2 + t4)
= 1− t3.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (3.16), ïîëó÷àåì

Iα⊗ρ(31) = − t3

∆31,ρ(t)
2 .

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ

äðóãèõ óçëîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âîñüìåðêè 41.
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